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Sin dai primi anni del secolo scorso, lo studio dei campi di tensione nei componenti intagliati è 
stato uno dei settori di ricerca più attivi in ambito ingegneristico. L’obiettivo dei numerosi 
ingegneri in tutto il mondo è stato quello di formulare soluzioni analitiche complete che 
consentissero di definire la distribuzione di tensioni all’apice degli intagli. 
Il problema, di notevole difficoltà analitica, è stato in passato semplificato notevolmente 
studiando componenti monodimensionali o bidimensionali: esempi sono la classica piastra spessa 
in ipotesi di deformazione piana o la piastra sottile in ipotesi di tensione piana. E’ per questo 
motivo che in letteratura è possibile trovare (quasi) esclusivamente soluzioni analitiche 
bidimensionali. 
E’ altresì evidente come i campi di tensione, in un componente intagliato a spessore 
sufficientemente elevato, siano tridimensionali per natura.  
E’ tuttavia solo in tempi più o meno moderni che ci si è posto il problema di individuare una 
soluzione analitica completa tridimensionale. 
Pioniere dello studio dei campi di tensione tridimensionali è stato Dougall, il quale definì 
spostamenti e tensioni come dipendenti da quattro funzioni armoniche. Dopo di lui, numerosi 
studi sono stati compiuti su piastre tridimensionali criccate, tra i quali è importante ricordare 
quelli di Hartranft e Sih e di Kassir e Sih. 
I primi che, però, hanno formulato una soluzione analitica tridimensionale per componenti 
intagliati di varia geometria sono stati Kotousov e Wang, i quali sfruttarono la teoria di Kane e 
Mindlin (in particolare l’ipotesi sugli spostamenti) nata originariamente per lo studio delle 
vibrazioni ad alta frequenza nelle piastre. 
Altro passo molto importante è stato poi fatto da Huang che, per primo, notò come in 
componenti tridimensionali con Sharp V-Notch le equazioni che esplicitano le tensioni in-plane 
sono le stesse che Williams formulò in campo bidimensionale. A completare lo studio di Huang, 
che non include le tensioni out-of-plane, intervennero Kotousov e Lew che, adoperando ancora 







Chi però ha segnato un punto di svolta nella determinazione dei campi di tensione 
tridimensionali sono stati Lazzarin e Zappalorto che, nel 2012, proposero un approccio innovativo  
per la determinazione della distribuzione di tensioni in piastre a spessore finito con Sharp o 
Sharply radiused V-Notch. 
Il loro lavoro, che costituisce le fondamenta del presente lavoro di tesi, nasce con la volontà di 
spiegare i particolari risultati ottenuti da Pook prima e da Berto poi in numerose analisi FE su 
componenti tridimensionali intagliati. Durante i loro studi, gli ingegneri mostrarono il legame 
naturale tra le sollecitazioni di Modo II e quelle di Modo III, che in componenti tridimensionali 
non potevano essere considerate indipendenti.  In seguito a sollecitazioni nominali di Modo II fu 
infatti messa in evidenza la nascita, in una zona prossima all’apice dell’intaglio, di tensioni e 
spostamenti di Modo III. E viceversa. 
Lo studio di Lazzarin e Zappalorto ha portato ad affermare come il problema tridimensionale 
possa essere convertito in un’equazione biarmonica (tipica del problema in-plane) e 
un’equazione armonica (tipica del problema out-of-plane), che devono necessariamente essere 
soddisfatte contemporaneamente. L’importante risultato cui sono pervenuti risulta ancor più 
rilevante se si pensa come le soluzioni analitiche dei problemi in-plane e out-of-plane siano già 
disponibili in letteratura per una vasta tipologia di intagli. 
Inoltre, altro risultato dello studio è l’andamento delle componenti tensionali lungo lo spessore 
del componente: mentre, per sollecitazioni nominali di Modo I e II, le tensioni 	, 	, 	 e 	 
risultano indipendenti da z e quindi costanti lungo lo spessore del componente, le tensioni di 
taglio indotte 	 e 	 risultano variare linearmente con z. 
L’obiettivo di questo lavoro di tesi, che come detto presenta le radici proprio nel lavoro sopra 
citato, è quindi quello di verificare le conclusioni cui sono pervenuti Lazzarin e Zappalorto, ed 
individuare limiti o vincoli della teoria che possano precluderne l’applicazione.  
Mediante l’ausilio del software di simulazione ad elementi finiti Ansys V14.5, si studieranno 
componenti intagliati tridimensionali soggetti a carichi termomeccanici, differenti per geometria, 
spessore e materiale e, utilizzando esclusivamente le soluzioni analitiche complete bidimensionali 
presenti in letteratura, si verificherà la distribuzione di tensioni indotte dall’intaglio. 
Nel primo capitolo si andranno a studiare i componenti definiti pacman, caratterizzati da un 
intaglio molto grande in relazione alle dimensioni totali del componente stesso. Realizzati in 
acciaio AISI 1008 a comportamento puramente elastico, e soggetti a flusso termico 
antisimmetrico, presentano differenti geometrie e spessori. In totale sono stati modellati 
ventiquattro pacman, ottenuti dalla combinazione di quattro tipologie di intaglio (Sharp V-Notch 






In ognuno di essi, utilizzando le equazioni di Williams e di Seweryn e Molski nate per lo studio 
bidimensionale, si verificherà l’andamento delle componenti tensionali lungo lo spessore del 
componente, lungo la bisettrice dell’intaglio e lungo un percorso circolare. A fine capitolo sarà 
inoltre compiuto uno studio sull’influenza dell’angolo di apertura dell’intaglio nel campo di 
applicabilità delle equazioni di Modo III (tensioni indotte). 
Il secondo capitolo sarà invece dedicato interamente allo studio di piastre quadrate forate, 
caratterizzate da una dimensione del foro molto piccola in rapporto alle dimensioni della piastra 
stessa. Anch’esse realizzate in acciaio AISI 1008 a comportamento puramente elastico, saranno 
soggette a temperatura uniforme. Ben quattordici piastre sono state modellate, ottenute dalla 
combinazione di due tipologie di foro (rettangolare o ellittico) e sette differenti spessori. 
Le equazioni di Williams e di Seweryn e Molski saranno anche in questo capitolo utilizzate per 
verificare i campi di tensione in prossimità dell’intaglio, in particolare lungo lo spessore della 
piastra, lungo la bisettrice dell’intaglio, lungo due percorsi circolari e, nelle piastre con foro 
ellittico, anche lungo il bordo dell’ellisse. 
E’ importante specificare come, nonostante siano stati scelti sette differenti spessori, solo per 
cinque di essi si può parlare effettivamente di piastra: gli ultimi due, che fanno assumere al 
componente una forma più simile ad un parallelepipedo, saranno utilizzati per dimostrare o 
confutare alcune ipotesi sorte durante lo studio delle piastre vere e proprie. 
Nel terzo capitolo si passerà allo studio dei componenti bimateriale, a comportamento 
puramente elastico, realizzati per metà in acciaio AISI 1008 e per metà in resina epossidica. 
Pacman con Sharp V-Notch a 60° e 90° e piastra quadrata con foro rettangolare sono stati i 
componenti selezionati per questo studio e, per ognuno di essi, ne sono stati studiati tre 
differenti spessori. Sono quindi nove le geometrie totali studiate in questo capitolo, a cui si 
aggiunge lo studio preliminare di un parallelepipedo bimateriale. 
In primis, in entrambi i materiali si verificherà la pendenza dei campi di tensione all’interfaccia: 
sia lungo lo spessore del componente (singolarità dovuta esclusivamente al mismatch elastico) 
che lungo la bisettrice dell’intaglio (singolarità dovuta contemporaneamente alla presenza 
dell’intaglio ed al mismatch elastico). Quindi, utilizzando le equazioni di Zappalorto e Carraro, si 
verificherà il corretto andamento dei campi di tensione lungo un percorso circolare molto vicino 
all’apice dell’intaglio. 
Il quarto e ultimo capitolo sarà infine dedicato allo studio di piastre, intagliate o forate, in acciaio 
AISI 1045 a comportamento elastoplastico. Le tipologie di piastra selezionate per lo studio sono 






rettangolare, soggetta a temperatura uniforme. Per ogni tipologia sono stati scelti tre spessori 
(sei geometrie totali), ed i carichi sono tali da portare il materiale in campo plastico. 
L’obiettivo in quest’ultimo capitolo sarà la verifica, come di consueto, della distribuzione di 
tensioni lungo lo spessore del componente, lungo la bisettrice dell’intaglio e lungo un percorso 
circolare centrato all’apice dello stesso. Quest’ultima verifica, effettuata utilizzando le equazioni 
di Lazzarin e Zappalorto, verrà tuttavia effettuata solo sulle tensioni out-of-plane. Non sono 
infatti attualmente disponibili in letteratura soluzioni in forma chiusa per le tensioni in-plane.  







STUDIO DEI COMPONENTI PACMAN 
 
 
1.1: MODELLAZIONE DEI PACMAN IN ANSYS MULTIPHYSICS 
 
Il primo capitolo del presente lavoro di tesi è dedicato allo studio dei componenti definiti 
pacman, caratterizzati da un intaglio molto grande in relazione alle dimensioni totali. Ne sono 
state modellate ventiquattro geometrie, tutte aventi =10 mm, e ottenute per combinazione 
di quattro differenti tipologie di intaglio e di sei differenti spessori: 3, 4.5, 6, 7.5, 9, 12 mm. Le 
quattro tipologie di intaglio (Fig.1.1) sono qui presentate: 
• Sharp V-Notch con angolo di apertura 2α=45° 
• Sharp V-Notch con angolo di apertura 2α=60° 
• Sharp V-Notch con angolo di apertura 2α=90° 
• Slim Parabolic Notch con raggio all’apice ρ=0,01 mm 
 
Fig.1.1: Tipologie di intaglio 





Per ognuno dei ventiquattro modelli, la procedura di modellazione è stata la medesima: si è in 
primo luogo creato il modello 2D del pacman, nel piano XY, quindi lo si è estruso in direzione z. In 
questo modo è stato possibile ridurre notevolmente il tempo impiegato per la modellazione, 
poiché ogni singolo modello 2D è stato utilizzato per la creazione di sei modelli 3D, 
semplicemente variando la profondità di estrusione. 
Senza entrare eccessivamente nel dettaglio, la creazione dei modelli 2D ha previsto l’utilizzo 
dell’Element Structural Mass Solid 8-node 183 (o il corrispettivo Thermal Mass Solid 8-node 77), 
ed è iniziata con l’inserimento degli opportuni keypoints, è proseguita con la creazione delle linee 




Fig.1.2: Procedura di creazione del modello 2D (pacman con V-notch a 2α=60°) 
 
Nei pacman con intaglio di tipo Sharp V-Notch, come si può notare in Fig.1.2, sono stati creati 
cerchi concentrici al fine di facilitare l’infittimento progressivo della mesh verso l’apice 
dell’intaglio. La tipologia di mesh utilizzata è stata mapped 3 or 4 sided per tutte le aree, ad 
esclusione di quelle in prossimità dell’apice dell’intaglio, in cui si è utilizzato il comando 
concentrate KPs e una mesh free, al fine di ottenere uno sviluppo radiale della mesh. 
Nei pacman con intaglio di tipo Slim Parabolic, invece, è importante specificare come la parabola 
sia stata costruita in modo tale che la distanza tra il vertice della parabola e l’origine del s.d.r. di 





Ansys (chiamata  e qui pari a 0.005 mm) sia pari proprio alla metà del raggio all’apice ρ, pari a 
0.01 mm. Questo accorgimento è stato preso al fine di facilitare la definizione del s.d.r. polare da 
utilizzare con le equazioni di Creager e Paris (in cui  ⁄  = 0.5), la cui origine coinciderà quindi 
con quella del s.d.r. di Ansys. 
Il passaggio dal modello 2D a quello 3D, per il quale si è utilizzato l’Element Structural Mass Solid 
20-node 186 (o il corrispettivo Thermal Mass Solid 20-node 90), è stato ottenuto semplicemente 
per estrusione (by XYZ offset). 
In realtà la profondità di estrusione impostata non è stata quella totale del pezzo, ma la metà, al 
fine di ridurre il carico computazionale. Ovviamente, a causa di questa scelta, è stato in seguito 
inserito un vincolo di simmetria opportuno (vedi paragrafo successivo). 
Tra i parametri impostati per l’estrusione, è importante specificare i valori di Number of Elements 
Divisions e di Spacing Ratio utilizzati, i quali hanno consentito l’ottenimento di una mesh infittita 
a sufficienza verso la superficie esterna del componente (Fig.1.3) ovvero, in accoppiata con il 
vincolo di simmetria, una mesh infittita verso entrambe le superfici esterne: 
• Spessore 3 mm: profondità d’estrusione 1.5 mm, NDIV:15, SPACE:80  
• Spessore 4.5 mm: profondità d’estrusione 2.25 mm, NDIV:15 , SPACE:100  
• Spessore 6 mm: profondità d’estrusione 3 mm, NDIV:15 , SPACE:100  
• Spessore 7.5 mm: profondità d’estrusione 3.75 mm, NDIV:15 , SPACE:100  
• Spessore 9 mm: profondità d’estrusione 4.5 mm, NDIV:22 , SPACE:150  
• Spessore 12 mm: profondità d’estrusione 6 mm, NDIV:30 , SPACE:200  
 
 
Fig.1.3: Modello 3D estruso (pacman con profondità di estrusione di 4.5 mm) 
 





1.2: IMPOSTAZIONE DELLA SIMULAZIONE E CRITERI DI 
VERIFICA 
 
In primo luogo sono state definite le proprietà del materiale, l’acciaio al carbonio AISI 1008, 
all’interno del software. I valori inseriti sono qui illustrati: 
• Modulo di Young (E): 206000 MPa 
• Modulo di Poisson (ν): 0.3 
• Conducibilità termica (λ): 65.2 W/m°C 
• Coefficiente di espansione termica (α): 13 ∙ 10   ° 
Utilizzando poi l’Element Thermal Mass Solid 20-node 90, sono stati inseriti i carichi ed i vincoli 
necessari per effettuare l’analisi termica preliminare.  
Il carico, come anticipato nell’introduzione, è un flusso termico antisimmetrico (q), definito 
utilizzando un s.d.r. polare (Fig.1.4) con origine nell’apice dell’intaglio per i pacman con V-Notch e 
con origine a distanza =  2⁄  per quelli con Slim Parabolic Notch. 
Tale flusso termico, applicato ai nodi presenti sulla superficie dei pacman (ovvero a r=10 mm), 
varia da 500 / a -500 / al variare di θ, ed è costante lungo lo spessore (ovvero 
lungo l’asse z).  
 
 
Fig.1.4: S.d.r. Global Cylindrical Z 
 
La legge che descrive il flusso termico antisimmetrico applicato, illustrato in Fig.1.5, è: 
 
                                             	, ) 	 	 ! ∙ "#"$ 	 	% ∙ &'()                                         (1.1) 





dove: λ = 65.2 W/m°C  
X = 500 / γ = π – α 
 
 
Fig.1.5: Flusso termico applicato nel modello. Vista 2D e 3D 
 
In aggiunta, è stata definita una temperatura di riferimento nel componente. Si è scelto di 
vincolare l’apice dell’intaglio, per tutta la sua lunghezza in z, a temperatura pari a 0°C: 
 
             ,-./#01  0) 	 	0		              ,23435/670./#01  ,   0) 	 	0           (1.2) 
 
Avviata l’analisi si è ottenuta la soluzione, comprensiva di un file con estensione “.rth”, da 
utilizzare per la successiva analisi termomeccanica, e della distribuzione di temperatura 
all’interno del componente, la quale sarà verificata lungo il bordo libero dell’intaglio e lungo un 
percorso circolare. 
In particolare, la legge utilizzata per la verifica, che esprime la temperatura in funzione di r e θ nei 
pacman con V-Notch e Slim Parabolic Notch (con utilizzo obbligatorio del s.d.r. in Fig.1.4) [2], è: 
 









dove: 8= flux intensity factor (symmetric) 98 = cos( ∙ =8) =8 = esponente del flusso termico simmetrico, vedi Fig.1.6 = flux intensity factor (anti-symmetric) 9 = sin( ∙ =) = = esponente del flusso termico antisimmetrico, vedi Fig.1.6 
 
 
Fig.1.6: Esponenti del flusso termico in funzione dell’angolo dell’intaglio 
 
Terminata la verifica della distribuzione di temperatura all’interno del componente, è stata quindi 
configurata l’analisi termomeccanica, utilizzando l’Element Structural Mass Solid 20-node 186 ed 
inserendo carichi e vincoli necessari.  
Il primo vincolo è stato inserito sull’intera area circonferenziale dei pacman, ed ha impedito la 
traslazione nelle tre direzioni (vincolo di incastro, Fig.1.7). 
 
                               >$, , ?) 	 	>', , ?) 	 	>@, , ?) 	 	0                     (1.4) 
 
Il secondo vincolo è di simmetria e, come già anticipato nel precedente paragrafo, è stato 
applicato alle aree di base dei pacman, dal lato in cui la mesh è meno fitta (Fig.1.7). In questo 
modo si è potuto studiare un componente dello spessore desiderato, pur dimezzando il carico di 
lavoro per il calcolatore ed il tempo impiegato dallo stesso per l’analisi. 






Fig.1.7: Vincoli di incastro e di simmetria applicati al modello 
 
Infine è stato applicato il carico, di tipo termico, il quale corrisponde alle temperature raggiunte 
nel componente durante l’analisi termica preliminare. Per inserirlo, è stato utilizzato il file con 
estensione “.rth” prima creato.  
Conclusa l’impostazione, è stata avviata l’analisi termomeccanica.  
Ottenuta la soluzione ed attivato il s.d.r. polare di Fig.1.4 per la visualizzazione dei risultati, la 
prima operazione svolta è stata l’individuazione del piano di massima ABC, cioè il piano in cui sono 
stati effettuati tutti i successivi studi. Per individuarlo si è definito un path by nodes lungo lo 
spessore del pacman, quindi in direzione z, posto sulla bisettrice dell’intaglio (θ=0) e ad una 
distanza dall’origine del s.d.r. pari a 0.02 mm.  Per i nodi del path sono state plottate le tensioni 
in-plane (D$, DB, AEB) e la ABC : in questo modo, oltre ad individuare il piano di massima ABC, è 
stato possibile studiare l’andamento delle tensioni lungo lo spessore. 
A causa del carico termico di tipo antisimmetrico, le componenti di Modo I delle tensioni (D$ e DB 
lungo la bisettrice) dovranno risultare nulle.  
Inoltre le AEB, non nulle, dovranno presentarsi circa costanti al variare della profondità del 
componente, essendo indipendenti da z [1]. Viceversa le ABC, indotte e quindi dipendenti da z, 
dovranno variare linearmente lungo lo spessore [1]. 
Individuato il piano in cui si ha la massima tensione di taglio ABC, e collocatici in tale piano, è stato 
quindi definito un altro path by nodes, lungo la bisettrice dell’intaglio (θ=0). In questo caso, per i 
nodi del path, sono state plottate le tensioni AEB e ABC e se n’è verificata la pendenza dei campi di 
tensione all’apice dell’intaglio. Questa dovrà risultare in accordo con la teoria formulata da 
Williams [3] e Seweryn e Molski [4] per i V-Notch e da Creager e Paris [5] per gli Slim Parabolic 
Notch.  





Le tensioni valutate lungo questo percorso saranno inoltre utilizzate per calcolare analiticamente 
i Notch Stress Intensity Factor di Modo II e Modo III (F e FG) nei pacman con V-Notch ed i 
Rounded Notch Stress Intensity Factor di Modo II e Modo III (FH e FGH) nei pacman con Slim 
Parabolic Notch. Le relazioni utilizzate sono le seguenti: 
 
                            F 	 	 AEB ∙ √2J ∙ KL                      FG 	 	 ABC ∙ √2J ∙ KM                  (1.5) 
 
dove: ! = autovalore di Modo II, vedi Tab.1.1  !G = autovalore di Modo III, vedi Tab.1.1  
 
                            FH 	 	 G√G ∙ AEB,NOP ∙ QJ                  FGH 	 	 ABC,NOP ∙ QJ                    (1.6) 
 
dove: = raggio di raccordo all’apice della parabola, pari a 0.01 mm 
 





Mode I RS															TS															US Mode II RV															TV															UV Mode III RW															TW															UW 
0  0.500 1.00 -0.500 0.500 1.00 -0.500 0.5000 0.5929 0.4098 
30°  0.501 1.071 -0.424 0.598 0.921 -0.259 0.5454 0.5493 0.4508 
45°  0.505 1.166 -0.389 0.66 0.814 -0.145 0.5714 0.5239 0.4747 
60°  0.512 1.312 -0.354 0.731 0.658 -0.033 0.6000 0.4955 0.5015 
90°  0.544 1.841 -0.28 0.909 0.219 0.19 0.6667 0.4272 0.5659 
135°  0.674 4.153 -0.15 1.302 -0.569 0.553 0.8000 0.2797 0.7076 
 
 
Infine, rimanendo nel piano di massima tensione di taglio ABC, è stato definito un path by nodes 
circolare, di raggio pari a 0.02 mm e centrato nell’origine del s.d.r. polare definito.  
Per i nodi del path sono state plottate ancora una volta le tensioni in-plane (D$, DB, AEB) e la ABC: 
per ognuna di esse se n’è rappresentato l’andamento al variare di θ e lo si è confrontato con 
quello fornito dalle espressioni analitiche presenti in letteratura.  
 
 





In particolare, le espressioni che definiscono il campo di tensione nei pacman con V-Notch sono 
quelle di Williams (Modo II) [3] e Seweryn e Molski (Modo III) [4], presentate a seguire:  
 
X D'D$A$'Y 	 	
1√2J ∙ F ∙ 
KL1  !) ; Z ∙ 1 ; !) ∙ [\
 1 ; !) ∙ =]^1  !) 3  !) ∙ =]^1  !);1  !) ∙ _`=1  !)	a ; Z ∙ 1 ; !) ∙ \
 =]^1 ; !);=]^1 ; !);_`=1 ; !)ab 
 
                                                      A'@ 	 	 cM√d ∙ KM ∙ _`=!3)                                              (1.7) 
 
dove: F = notch stress intensity factor di Modo II ! = autovalore di Modo II, vedi Tab.1.1 Z = parametro di Modo II, vedi Tab.1.1 FG = notch stress intensity factor di Modo III !G = autovalore di Modo III, vedi Tab.1.1  ZG = parametro di Modo III, vedi Tab.1.1  
 
Per i pacman con Slim Parabolic Notch, invece, le espressioni che definiscono il campo di 
tensione all’apice dell’intaglio sono quelle di Creager e Paris (Modo II e III) [5], di seguito 
riportate: 
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1.3: ANALISI DEI RISULTATI FEM 
 
In questo paragrafo sono presentati i risultati ottenuti a seguito delle analisi effettuate sulle 
ventiquattro geometrie di pacman.  
Ad ogni tipologia di intaglio è dedicato un sottoparagrafo, in cui sono illustrati in primo luogo la 
distribuzione di temperatura nel componente lungo il bordo libero dell’intaglio e lungo un 
percorso circolare, quindi le tensioni (in-plane ed out-of-plane) lungo lo spessore del 
componente, ed infine le medesime tensioni nel piano di massima ABC, lungo la bisettrice 
dell’intaglio e lungo un percorso circolare.  
 
1.3.1: PACMAN CON SHARP V-NOTCH A 45° 
 
Il primo risultato verificato è stato la distribuzione di temperatura all’interno del componente 
(Fig.1.8a-b), lungo il bordo libero dell’intaglio e lungo un percorso circolare posto a 9 mm 
dall’apice dell’intaglio, mediante l’Eq. 1.3 già presentata. Attraverso questa è possibile notare 
come la temperatura sia funzione esclusivamente di r e di θ, ed indipendente dalla profondità z. 
E’ comunque importante specificare come, a causa del carico termico antisimmetrico, il flux 
intensity factor (symmetric) 8 risulti nullo, mentre l’esponente del flusso termico antisimmetrico = sia pari a 0,57 per 2α=45°. 
 
Fig.1.8a: Temperatura lungo il bordo dell’intaglio (θ=157.5°) nel pacman con Sharp V-Notch a 45° 






Fig.1.8b: Temperatura lungo un path circolare (r=9 mm) nel pacman con Sharp V-Notch a 45° 
 
Si può osservare come la distribuzione della temperatura in funzione del raggio r presenti un 
andamento perfettamente lineare e come, in entrambi i grafici, i risultati nodali dell’analisi FEM 
coincidano perfettamente con la soluzione teorica fornita dall’Eq.1.3. 
A seguire sono state valutate le tensioni in-plane (D$, DB, AEB) e la ABC lungo lo spessore dei 
pacman (Fig.1.9a-f), quindi in direzione z, utilizzando un path by nodes posto sulla bisettrice 
dell’intaglio e ad una distanza dall’origine del s.d.r. pari a circa 0.02 mm. 
 
 
Fig.1.9a: Tensioni in-plane ed out-of-plane lungo lo spessore del componente                                                       
(r=0.02 mm, θ=0°) nel pacman con Sharp V-Notch a 45° e spessore 3 mm 






Fig.1.9b: Tensioni in-plane ed out-of-plane lungo lo spessore del componente                                                       
(r=0.02 mm, θ=0°) nel pacman con Sharp V-Notch a 45° e spessore 4.5 mm 
 
Fig.1.9c: Tensioni in-plane ed out-of-plane lungo lo spessore del componente                                                       
(r=0.02 mm, θ=0°) nel pacman con Sharp V-Notch a 45° e spessore 6 mm 
 
Fig.1.9d: Tensioni in-plane ed out-of-plane lungo lo spessore del componente                                                       
(r=0.02 mm, θ=0°) nel pacman con Sharp V-Notch a 45° e spessore 7.5 mm 






Fig.1.9e: Tensioni in-plane ed out-of-plane lungo lo spessore del componente                                                       
(r=0.02 mm, θ=0°) nel pacman con Sharp V-Notch a 45° e spessore 9 mm 
 
Fig.1.9f: Tensioni in-plane ed out-of-plane lungo lo spessore del componente                                                       
(r=0.02 mm, θ=0°) nel pacman con Sharp V-Notch a 45° e spessore 12 mm 
 
Numerosi risultati sono emersi grazie a questi grafici. Partendo dalle D$ e DB, è possibile notare 
come queste siano pressoché nulle, confermando come la sollecitazione sia di esclusivo Modo II e 
Modo III (indotto). 
Inoltre le AEB risultano correttamente costanti al variare di z, quantomeno in un ampio tratto 
centrale, a differenza delle ABC , linearmente variabili lungo lo spessore. 
Infine attraverso questi paths sono stati individuati i piani di massima tensioni di taglio ABC (in 
valore assoluto), collocati a distanza z dall’origine del s.d.r. polare utilizzato e, geometria per 
geometria, evidenziati nelle Fig.1.9a-f. 





Proseguendo con l’analisi e collocatici, correttamente per ogni geometria, nel piano di massima ABC, sono state determinate le tensioni AEB e ABC lungo un path by nodes posto sulla bisettrice 
dell’intaglio. In Fig.1.10a-f ne sono presentati i risultati. 
 
 
Fig.1.10a: Tensioni A$' ed A'@ lungo la bisettrice dell’intaglio nel pacman con                                                
Sharp V-Notch a 45° e spessore 3 mm (θ=0°, z=1.409 mm) 
 
Fig.1.10b: Tensioni A$' ed A'@ lungo la bisettrice dell’intaglio nel pacman con                                                  
Sharp V-Notch a 45° e spessore 4.5 mm (θ=0°, z=2.103 mm) 







Fig.1.10c: Tensioni A$' ed A'@ lungo la bisettrice dell’intaglio nel pacman con                                                  




Fig.1.10d: Tensioni A$' ed A'@ lungo la bisettrice dell’intaglio nel pacman con                                              
Sharp V-Notch a 45° e spessore 7.5 mm (θ=0°, z=3.505 mm) 






Fig.1.10e: Tensioni A$' ed A'@ lungo la bisettrice dell’intaglio nel pacman con                                                     
Sharp V-Notch a 45° e spessore 9 mm (θ=0°, z=4.108 mm) 
 
Fig.1.10f: Tensioni A$' ed A'@ lungo la bisettrice dell’intaglio nel pacman con                                            
Sharp V-Notch a 45° e spessore 12 mm (θ=0°, z=4.8614 mm) 
 
Come evidente, i campi di tensione presentano un grado di singolarità perfettamente in accordo 
con la teoria, e pari a 0.34 per le τEB e 0.428 per le  τBC. 





Inoltre è possibile notare un incremento delle tensioni indotte τBC all’aumentare dello spessore 
del componente (Fig.1.11), a differenza delle tensioni τEB, pressoché costanti: questo effetto è 
ancor più palese osservando i valori dei Notch Stress Intensity Factor di Modo II e Modo III (F e FG), calcolati analiticamente mediante le Eq.1.5 (Tab.1.2). Tali valori saranno utilizzati anche per 
la verifica dell’andamento delle tensioni lungo un percorso circolare, centrato all’apice 
dell’intaglio. Si ricorda infine come il carico termico antisimmetrico applicato ed i vincoli siano i 
medesimi per ogni geometria. 
 
Tab.1.2: NSIFs F e FG nei pacman con V-Notch a 45° 
Spessore del pacman wV   [xyz ∙ {|.W~] wW   [xyz ∙ {|.~V] 
3 mm 178.1 60.3 
4.5 mm 199.7 76.9 
6 mm 202.2 87.8 
7.5 mm 224.8 108.5 
9 mm 223.2 132.6 
12 mm 189.2 194.2 
 
 
Fig.1.11: Confronto a differenti spessori delle tensioni A'@ lungo la bisettrice                                                         
dell’intaglio nel pacman con Sharp V-Notch a 45° 





Rimanendo nel piano di massima tensione di taglio ABC, ultimo risultato verificato sono state le 
tensioni in-plane (D$, DB, AEB) e la ABC lungo un path by nodes circolare, di raggio pari a 0.02 mm e 
centrato nell’origine del s.d.r. polare definito (Cylindrical Z), ovvero nell’apice dell’intaglio.  
I risultati dell’analisi FEM sono stati confrontati con le curve ottenute dalle espressioni analitiche 




Fig.1.12a: Tensioni lungo un path circolare (r=0.02 mm, z=1.409 mm) nel pacman con Sharp V-Notch a 45° e spessore 3 mm 






Fig.1.12b: Tensioni lungo un path circolare (r=0.02 mm, z=2.103 mm) nel pacman con Sharp V-Notch a 45° e spessore 4.5 mm 
 
Fig.1.12c: Tensioni lungo un path circolare (r=0.02 mm, z=2.804 mm) nel pacman con Sharp V-Notch a 45° e spessore 6 mm 






Fig.1.12d: Tensioni lungo un path circolare (r=0.02 mm, z=3.505 mm) nel pacman con Sharp V-Notch a 45° e spessore 7.5 mm 
 
Fig.1.12e: Tensioni lungo un path circolare (r=0.02 mm, z=4.108 mm) nel pacman con Sharp V-Notch a 45° e spessore 9 mm 






Fig.1.12f: Tensioni lungo un path circolare (r=0.02 mm, z=4.8614 mm) nel pacman con Sharp V-Notch a 45° e spessore 12 mm 
 
E’ possibile notare come risultati FEM e curve analitiche delle tensioni in-plane coincidano 
perfettamente in tutte e sei le geometrie analizzate. Situazione differente invece per le tensioni 
out-of-plane indotte, i cui risultati FEM sono perfettamente sovrapposti alle curve teoriche in 
tutte le geometrie ad esclusione dei pacman con spessore 3 e 4.5 mm. 
Questo fenomeno è dovuto alla riduzione del campo di singolarità delle tensioni di Modo III al 
ridursi dello spessore del componente: mentre le tensioni in-plane risultano singolari per distanze 
dall’apice dell’intaglio di gran lunga superiori a 0.02 mm ed il campo di singolarità è indipendente 
dallo spessore, le tensioni out-of-plane presentano un campo di singolarità dipendente dallo 
spessore. Pertanto, avendo costruito il path by nodes circolare ad una distanza pari a 0.02 mm 
dall’apice dell’intaglio, risulta evidente come si sia usciti dal campo di singolarità per gli spessori 
minori (3 e 4.5 mm). 
La tabella 1.3 a seguire, in cui il termine della singolarità è definito come la distanza dall’apice 
dell’intaglio in cui gli NSIFs, calcolati con le Eq.1.5, differiscono di oltre il 5% dal valore effettivo,  
conferma quanto prima descritto: per gli spessori di 3 e 4.5 mm i campi di tensione risultano 
singolari sino a 0.0146 mm e 0.017 mm rispettivamente, cioè meno di 0.02 mm, distanza 
dall’apice a cui sono stati tracciati i paths. 





Tab.1.3: Termine della singolarità per le tensioni di Modo III nei pacman con V-Notch a 45° 
Spessore del pacman Termine della singolarità (r)    [mm] 
3 mm 0.0146 
4.5 mm 0.017 
6 mm 0.0232 
7.5 mm 0.025 
9 mm 0.0342 
12 mm 0.10976 
 
 
1.3.2: PACMAN CON SHARP V-NOTCH A 60° 
 
Come fatto in precedenza, il primo risultato verificato nei pacman con Sharp V-Notch a 60° è 
stato la distribuzione di temperatura all’interno del pezzo (Fig.1.13a-b), lungo il bordo 
dell’intaglio e lungo una circonferenza di raggio 9 mm e centrata all’apice dello stesso, mediante 
l’Eq. 1.3. In questo caso, poiché l’angolo dell’intaglio è pari a 2α=60°, l’esponente del flusso 
termico antisimmetrico =  risulta essere 0.6. 
 
 
Fig.1.13a: Temperatura lungo il bordo libero dell’intaglio (θ=150°) nel pacman con Sharp V-Notch a 60° 






Fig.1.13b: Temperatura lungo un path circolare (r=9 mm) nel pacman con Sharp V-Notch a 60° 
 
Ancora una volta si può osservare come i risultati nodali dell’analisi FEM e la soluzione teorica 
fornita dall’Eq.1.3 coincidano perfettamente. 
Terminata questa verifica, utilizzando un path by nodes posto in corrispondenza della bisettrice 
dell’intaglio e a distanza dall’origine del s.d.r. pari a circa 0.02 mm, sono state valutate le tensioni 




Fig.1.14a: Tensioni in-plane ed out-of-plane lungo lo spessore del componente                                                       
(r=0.02 mm, θ=0°) nel pacman con Sharp V-Notch a 60° e spessore 3 mm 






Fig.1.14b: Tensioni in-plane ed out-of-plane lungo lo spessore del componente                                                       
(r=0.02 mm, θ=0°) nel pacman con Sharp V-Notch a 60° e spessore 4.5 mm 
 
Fig.1.14c: Tensioni in-plane ed out-of-plane lungo lo spessore del componente                                                       
(r=0.02 mm, θ=0°) nel pacman con Sharp V-Notch a 60° e spessore 6 mm 
 
Fig.1.14d: Tensioni in-plane ed out-of-plane lungo lo spessore del componente                                                       
(r=0.02 mm, θ=0°) nel pacman con Sharp V-Notch a 60° e spessore 7.5 mm 






Fig.1.14e: Tensioni in-plane ed out-of-plane lungo lo spessore del componente                                                       
(r=0.02 mm, θ=0°) nel pacman con Sharp V-Notch a 60° e spessore 9 mm 
 
Fig.1.14f: Tensioni in-plane ed out-of-plane lungo lo spessore del componente                                                       
(r=0.02 mm, θ=0°) nel pacman con Sharp V-Notch a 60° e spessore 12 mm 
 
Osservando i valori assunti dalle D$ e DB, nulli, si ha anche in questo caso conferma di come la 
sollecitazione imposta sia di esclusivo Modo II e Modo III (indotto). 
Passando alle AEB , queste si presentano correttamente costanti al variare di z in un ampio tratto 
centrale, a differenza delle ABC,linearmente variabili lungo lo spessore. 
Come in precedenza, i paths hanno consentito infine di individuare i piani in cui si ha la massima ABC, messi in evidenza nelle Fig.1.14a-f. 
Collocatici in tali piani, sono state quindi determinate le tensioni AEB e ABC lungo un path by nodes 
posto sulla bisettrice dell’intaglio. In risultati sono illustrati in Fig.1.15a-f. 
 







Fig.1.15a: Tensioni A$' ed A'@ lungo la bisettrice dell’intaglio nel pacman con                                                 
Sharp V-Notch a 60° e spessore 3 mm (θ=0°, z=1.365 mm)  
 
 
Fig.1.15b: Tensioni A$' ed A'@ lungo la bisettrice dell’intaglio nel pacman con                                                   
Sharp V-Notch a 60° e spessore 4.5 mm (θ=0°, z=2.103 mm) 
 







Fig.1.15c: Tensioni A$' ed A'@ lungo la bisettrice dell’intaglio nel pacman con                                               
Sharp V-Notch a 60° e spessore 6 mm (θ=0°, z=2.804 mm) 
 
 
Fig.1.15d: Tensioni A$' ed A'@ lungo la bisettrice dell’intaglio nel pacman con                                                       
Sharp V-Notch a 60° e spessore 7.5 mm (θ=0°, z=3.399 mm) 
 
 







Fig.1.15e: Tensioni A$' ed A'@ lungo la bisettrice dell’intaglio nel pacman con                                                    
Sharp V-Notch a 60° e spessore 9 mm (θ=0°, z=3.853 mm) 
 
 
Fig.1.15f: Tensioni A$' ed A'@ lungo la bisettrice dell’intaglio nel pacman con                                                    
Sharp V-Notch a 60° e spessore 12 mm (θ=0°, z=4.628 mm) 
 






Come evidente dai grafici, i campi di tensione presentano un grado di singolarità in accordo con 
la teoria, e pari a 0.269 per le τEB e 0.4 per le  τBC. 
Inoltre, anche nei pacman con V-Notch a 60° è chiaro un aumento delle tensioni di taglio indotte τBC all’aumentare dello spessore del componente (Fig.1.16), fenomeno non riscontrato per le 
tensioni τEB, pressoché costanti al variare dello spessore. Ulteriore conferma di tale fenomeno è 
ottenibile osservando i valori dei Notch Stress Intensity Factor di Modo II e Modo III (F e FG), al 
variare dello spessore (Tab.1.4). Gli NSIFs, calcolati utilizzando le eq.1.5, saranno utilizzati anche 




Fig.1.16: Confronto a differenti spessori delle tensioni A'@ lungo la bisettrice                                                         












Tab.1.4: NSIFs F e FG nei pacman con V-Notch a 60° 
Spessore del pacman wV   [xyz ∙ {|.V] wW   [xyz ∙ {|.~] 
3 mm 126.8 43.2 
4.5 mm 143.9 54.8 
6 mm 137.7 62.9 
7.5 mm 153.5 81.1 
9 mm 144.9 104.1 
12 mm 127.1 165.2 
 
Ultimo risultato verificato sono state le tensioni in-plane (D$, DB, AEB) e la ABC lungo un path by 
nodes circolare di raggio 0.02 mm, centrato nell’origine del s.d.r. polare definito (Cylindrical Z) e 
collocato ancora nel piano di massima ABC. 
Il confronto tra risultati dell’analisi FEM e curve analitiche, ottenute utilizzando le Eq.1.7, è 
presentato nelle Fig.1.17a-f. 
 
 
Fig.1.17a: Tensioni lungo un path circolare (r=0.02 mm, z=1.365 mm) nel pacman con Sharp V-Notch a 60° e spessore 3 mm 






Fig.1.17b: Tensioni lungo un path circolare (r=0.02 mm, z=2.103 mm) nel pacman con Sharp V-Notch a 60° e spessore 4.5 mm 
 
Fig.1.17c: Tensioni lungo un path circolare (r=0.02 mm, z=2.804 mm) nel pacman con Sharp V-Notch a 60° e spessore 6 mm 






Fig.1.17d: Tensioni lungo un path circolare (r=0.02 mm, z=3.399 mm) nel pacman con Sharp V-Notch a 60° e spessore 7.5 mm 
 
Fig.1.17e: Tensioni lungo un path circolare (r=0.02 mm, z=3.853 mm) nel pacman con Sharp V-Notch a 60° e spessore 9 mm 






Fig.1.17f: Tensioni lungo un path circolare (r=0.02 mm, z=4.628 mm) nel pacman con Sharp V-Notch a 60° e spessore 12 mm 
 
Anche in queste geometrie è evidente come risultati FEM e curve analitiche delle tensioni in-
plane coincidano perfettamente in tutte le geometrie analizzate, a differenza delle tensioni out-
of-plane, i cui risultati nodali sono sovrapposti alle curve teoriche nei pacman con spessore pari o 
superiore a 6 mm, e non in quelli con spessore 3 e 4.5 mm. Avendo già spiegato nel 
sottoparagrafo 1.3.1 come tale fenomeno sia dovuto alla riduzione del campo di singolarità delle 
tensioni di Modo III al ridursi dello spessore del componente, ci si limita ora a presentare la 
tabella 1.5. In questa è mostrata la distanza dall’apice dell’intaglio in cui si perde l’andamento 
singolare delle tensioni, al variare dello spessore del pacman. 
Risulta evidente come, per gli spessori di 3 e 4.5 mm, i campi di tensione di Modo III siano 
singolari per distanze minori di 0.02 mm (distanza dall’apice a cui sono stati definiti i percorsi 
circolari), cioè sino a 0.0156 mm e 0.0169 mm rispettivamente. Per questi spessori i punti nodali 










Tab.1.5: Termine della singolarità per le tensioni di Modo III nei pacman con V-Notch a 60° 
Spessore del pacman Termine della singolarità (r)    [mm] 
3 mm 0.0156 
4.5 mm 0.0169 
6 mm 0.0307 
7.5 mm 0.0333 
9 mm 0.0603 
12 mm 0.15245 
 
 
1.3.3: PACMAN CON SHARP V-NOTCH A 90° 
 
Anche per il pacman con V-Notch a 90° si è cominciato con la verifica della distribuzione di 
temperatura nel componente (Fig.1.18a-b), lungo il bordo libero dell’intaglio e lungo una 
circonferenza centrata all’apice dell’intaglio e di raggio 9 mm. La relazione utilizzata per la verifica 
è sempre l’Eq.1.3 ma, poiché in questo caso l’angolo dell’intaglio è 2α=90°, l’esponente del flusso 
termico antisimmetrico = è pari a 0.67. 
 
 
Fig.1.18a: Temperatura lungo il bordo libero dell’intaglio (θ=135°) nel pacman con Sharp V-Notch a 90° 






Fig.1.18b: Temperatura lungo un path circolare (r=9 mm) nel pacman con Sharp V-Notch a 90° 
 
Confermata la perfetta corrispondenza tra i risultati nodali ottenuti con l’analisi FEM e la 
soluzione teorica fornita dall’Eq.1.3, è stato creato l’ormai consueto path by nodes lungo lo 
spessore dei pacman, collocato sulla bisettrice dell’intaglio e ad una distanza dall’origine del s.d.r. 
pari a circa 0.02 mm. 
Lungo tale path sono state quantificate le tensioni in-plane (D$, DB, AEB) e la ABC (Fig.1.19a-f). 
 
 
Fig.1.19a: Tensioni in-plane ed out-of-plane lungo lo spessore del componente                                                       
(r=0.02 mm, θ=0°) nel pacman con Sharp V-Notch a 90° e spessore 3 mm 






Fig.1.19b: Tensioni in-plane ed out-of-plane lungo lo spessore del componente                                                       
(r=0.02 mm, θ=0°) nel pacman con Sharp V-Notch a 90° e spessore 4.5 mm 
 
Fig.1.19c: Tensioni in-plane ed out-of-plane lungo lo spessore del componente                                                       
(r=0.02 mm, θ=0°) nel pacman con Sharp V-Notch a 90° e spessore 6 mm 
 
Fig.1.19d: Tensioni in-plane ed out-of-plane lungo lo spessore del componente                                                       
(r=0.02 mm, θ=0°) nel pacman con Sharp V-Notch a 90° e spessore 7.5 mm 






Fig.1.19e: Tensioni in-plane ed out-of-plane lungo lo spessore del componente                                                       
(r=0.02 mm, θ=0°) nel pacman con Sharp V-Notch a 90° e spessore 9 mm 
 
Fig.1.19f: Tensioni in-plane ed out-of-plane lungo lo spessore del componente                                                       
(r=0.02 mm, θ=0°) nel pacman con Sharp V-Notch a 90° e spessore 12 mm 
 
Come prevedibile, le D$ e DB risultano sempre nulle, confermando ancora una volta come la 
sollecitazione imposta sia di esclusivo Modo II e Modo III (indotto), mentre le ABC variano 
linearmente lungo lo spessore.  Viceversa le AEB sono correttamente costanti lungo l’asse z, per 
un ampio tratto centrale. 
Questi risultati sono quindi stati utilizzati per individuare i piani di massima ABC, evidenziati nelle 
Fig.1.19a-f , in cui sono state effettuate le successive verifiche. 
In tali piani, posti ad una profondità z differente geometria per geometria, è stato creato un path 
by nodes sulla bisettrice dell’intaglio, lungo cui sono state determinate le tensioni AEB e ABC. Qui 
di seguito i risultati (Fig.1.20a-f). 








Fig.1.20a: Tensioni A$' ed A'@ lungo la bisettrice dell’intaglio nel pacman con                                                     
Sharp V-Notch a 90° e spessore 3 mm (θ=0°, z=1.304 mm) 
 
 
Fig.1.20b: Tensioni A$' ed A'@ lungo la bisettrice dell’intaglio nel pacman con                                                  
Sharp V-Notch a 90° e spessore 4.5 mm (θ=0°, z=1.951 mm) 








Fig.1.20c: Tensioni A$' ed A'@ lungo la bisettrice dell’intaglio nel pacman con                                                   
Sharp V-Notch a 90° e spessore 6 mm (θ=0°, z=2.602 mm) 
 
 
Fig.1.20d: Tensioni A$' ed A'@ lungo la bisettrice dell’intaglio nel pacman con                                                    
Sharp V-Notch a 90° e spessore 7.5 mm (θ=0°, z=3.048 mm) 
 








Fig.1.20e: Tensioni A$' ed A'@ lungo la bisettrice dell’intaglio nel pacman con                                                     
Sharp V-Notch a 90° e spessore 9 mm (θ=0°, z=3.443 mm)  
 
 
Fig.1.20f: Tensioni A$' ed A'@ lungo la bisettrice dell’intaglio nel pacman con                                                    
Sharp V-Notch a 90° e spessore 12 mm (θ=0°, z=4.348 mm) 
 






Dai grafici risulta evidente come i campi di tensione presentino un grado di singolarità in accordo 
con la teoria, pari a 0.091 per le τEB e 0.333 per le  τBC. 
In aggiunta, come già osservato nelle dodici precedenti geometrie, anche nei pacman con V-
Notch a 90° è stato riscontrato un aumento delle tensioni indotte τBC all’aumentare dello 
spessore del componente (Fig.1.21). Questo fenomeno risulta assente per le tensioni τEB, circa 
costanti al variare dello spessore del componente. 
Conferma di tale fenomeno è, come sempre, ottenibile osservando i valori dei Notch Stress 
Intensity Factor di Modo II e Modo III (F e FG), al variare dello spessore (Tab.1.6). Tali NSIFs sono 
stati calcolati utilizzando le Eq.1.5, e saranno utilizzati per verificare le tensioni lungo un percorso 




Fig.1.21: Confronto a differenti spessori delle tensioni A'@ lungo la bisettrice                                                         









Tab.1.6: NSIFs F e FG nei pacman con V-Notch a 90° 
Spessore del pacman wV   [xyz ∙ {|.|S] wW   [xyz ∙ {|.WWW] 
3 mm 43.3 19.4 
4.5 mm 47.6 24.8 
6 mm 46.7 30.9 
7.5 mm 48.7 44.1 
9 mm 45.4 65.3 
12 mm 36.4 120.3 
 
 
L’ultima verifica ha come sempre riguardato le tensioni in-plane (D$, DB, AEB) e la ABC lungo un 
path by nodes circolare di raggio 0.02 mm, centrato nell’origine del s.d.r. polare definito 
(Cylindrical Z) e collocato nel piano di massima ABC. 




Fig.1.22a: Tensioni lungo un path circolare (r=0.02 mm, z=1.304 mm)  nel pacman con Sharp V-Notch a 90° e spessore 3 mm 






Fig.1.22b: Tensioni lungo un path circolare (r=0.02 mm, z=1.951 mm) nel pacman con Sharp V-Notch a 90° e spessore 4.5 mm 
 
Fig.1.22c: Tensioni lungo un path circolare (r=0.02 mm, z=2.602 mm) nel pacman con Sharp V-Notch a 90° e spessore 6 mm 






Fig.1.22d: Tensioni lungo un path circolare (r=0.02 mm, z=3.048 mm) nel pacman con Sharp V-Notch a 90° e spessore 7.5 mm 
 
Fig.1.22e: Tensioni lungo un path circolare (r=0.02 mm, z=3.443 mm) nel pacman con Sharp V-Notch a 90° e spessore 9 mm 







Fig.1.22f: Tensioni lungo un path circolare (r=0.02 mm, z=4.348 mm) nel pacman con Sharp V-Notch a 90° e spessore 12 mm 
 
 
In queste geometrie, a differenza di quelle studiate nei precedenti due sottoparagrafi, è evidente 
come sia i risultati nodali delle tensioni in-plane che quelli delle tensioni out-of-plane coincidano 
perfettamente con le curve analitiche, anche per spessori del pacman molto ridotti. 
Questo risultato è spiegabile osservando la tabella 1.7, la quale presenta la distanza dall’apice 
dell’intaglio in cui si perde l’andamento singolare delle tensioni di Modo III, al variare dello 
spessore del pacman: in tutte le geometrie, le tensioni valutate ad una distanza di 0.02 mm 
dall’apice dell’intaglio ricadono ancora nel campo di singolarità.  












Tab.1.7: Termine della singolarità per le tensioni di Modo III nei pacman con V-Notch a 90° 
Spessore del pacman Termine della singolarità (r)    [mm] 
3 mm 0.0224 
4.5 mm 0.0264 
6 mm 0.0452 
7.5 mm 0.0583 
9 mm 0.0705 
12 mm 0.22617 
 
 
1.3.4: PACMAN CON SLIM PARABOLIC NOTCH 
 
Ultime geometrie di cui sono presentati i risultati in questo capitolo sono i pacman con Slim 
Parabolic Notch e raggio all’apice pari a ρ=0.01 mm. 
Il primo risultato verificato è stato, come sempre, la distribuzione di temperatura (Fig.1.23a-b) 
lungo il bordo libero dell’intaglio e lungo un percorso circolare posto a 9 mm dall’origine del s.d.r. 
utilizzato (a sua volta distante  dall’apice dell’intaglio). La relazione analitica utilizzata per la 
verifica è sempre l’Eq.1.3, la quale è applicabile non solo a componenti con V-Notch ma anche 
con Slim Parabolic Notch, previo utilizzo del s.d.r. rappresentato in Fig.1.4. 
E’ importante sempre specificare come, a causa del carico termico antisimmetrico, il  flux 


















Fig.1.23a: Temperatura lungo il bordo libero dell’intaglio nel pacman con Slim Parabolic Notch 
 
 
Fig.1.23b: Temperatura lungo un path circolare (r=9 mm) nel pacman con Slim Parabolic Notch 
 





Anche in queste geometrie, è evidente come ci sia perfetta corrispondenza tra i risultati 
dell’analisi FEM e la soluzione teorica fornita dall’Eq.1.3. 
Dopo questa verifica preliminare sono state studiate le tensioni in-plane (D$, DB, AEB) e out-of-
plane (ABC), lungo lo spessore dei pacman (Fig.1.24a-f). Per tale operazione è stato creato un path 
by nodes in corrispondenza della bisettrice dell’intaglio e ad una distanza dall’origine del s.d.r. 
pari a 0.02 mm. 
 
 
Fig.1.24a: Tensioni in-plane ed out-of-plane lungo lo spessore del componente                                                       
(r=0.02 mm, θ=0°) nel pacman con Slim Parabolic Notch e spessore 3 mm 
 
 
Fig.1.24b: Tensioni in-plane ed out-of-plane lungo lo spessore del componente                                                       
(r=0.02 mm, θ=0°) nel pacman con Slim Parabolic Notch e spessore 4.5 mm 






Fig.1.24c: Tensioni in-plane ed out-of-plane lungo lo spessore del componente                                                       
(r=0.02 mm, θ=0°) nel pacman con Slim Parabolic Notch e spessore 6 mm 
 
Fig.1.24d: Tensioni in-plane ed out-of-plane lungo lo spessore del componente                                                       
(r=0.02 mm, θ=0°) nel pacman con Slim Parabolic Notch e spessore 7.5 mm 
 
Fig.1.24e: Tensioni in-plane ed out-of-plane lungo lo spessore del componente                                                       
(r=0.02 mm, θ=0°) nel pacman con Slim Parabolic Notch e spessore 9 mm 






Fig.1.24f: Tensioni in-plane ed out-of-plane lungo lo spessore del componente                                                       
(r=0.02 mm, θ=0°) nel pacman con Slim Parabolic Notch e spessore 12 mm 
Il primo, evidente, risultato è l’assenza delle tensioni D$ e DB, che conferma come la sollecitazione 
imposta sia di esclusivo Modo II e Modo III (indotto). 
A seguire, è possibile notare come le AEB siano correttamente costanti lungo lo spessore del 
componente, in un ampio tratto centrale.  Un andamento differente è assunto dalle ABC, il cui 
valore varia linearmente lungo z. Nelle Fig.1.24a-f sono anche evidenziati i piani in cui sono 
misurate le massime tensioni di taglio ABC, geometria per geometria. Utilizzando quest’ultimo 
risultato e collocatici correttamente nei piani di massima ABC, in ogni geometria è stato costruito 
un path by nodes lungo la bisettrice dell’intaglio. Questo path è stato utilizzato per la 
determinazione delle tensioni AEB e ABC, i cui valori sono presentati in Fig.1.25a-f. 
 
Fig.1.25a: Tensioni A$' ed A'@ lungo la bisettrice dell’intaglio nel pacman con                                                        
Slim Parabolic Notch e spessore 3 mm (θ=0°, z=1.441 mm) 







Fig.1.25b: Tensioni A$' ed A'@ lungo la bisettrice dell’intaglio nel pacman con                                                     
Slim Parabolic Notch e spessore 4.5 mm (θ=0°, z=2.182 mm) 
 
 
Fig.1.25c: Tensioni A$' ed A'@ lungo la bisettrice dell’intaglio nel pacman con                                                       
Slim Parabolic Notch e spessore 6 mm (θ=0°, z=2.941 mm) 
 
 







Fig.1.25d: Tensioni A$' ed A'@ lungo la bisettrice dell’intaglio nel pacman con                                                      
Slim Parabolic Notch e spessore 7.5 mm (θ=0°, z=3.676 mm) 
 
 
Fig.1.25e: Tensioni A$' ed A'@ lungo la bisettrice dell’intaglio nel pacman con                                                    











Fig.1.25f: Tensioni A$' ed A'@ lungo la bisettrice dell’intaglio nel pacman con                                                     
Slim Parabolic Notch  e spessore 12 mm (θ=0°, z=5.795 mm) 
 
 
Come evidente, risultati FEM e soluzioni analitiche (fornite dall’Eq.1.8) coincidono perfettamente, 
confermando l’esattezza dei risultati. Inoltre, come nei pacman con V-Notch, è riscontrato un 
incremento delle tensioni di taglio indotte τBC all’aumentare dello spessore del componente 
(Fig.1.26). Questo fenomeno, assente nelle tensioni τEB, è evidenziato dai valori assunti dai 
Rounded Notch Stress Intensity Factor di Modo II e Modo III (FH e FGH) al variare dello spessore 
(Tab.1.8). Questi sono stati ricavati utilizzando le Eq.1.6, e saranno utilizzati per verificare 
















Tab.1.8: RNSIFs FH e FGH nei pacman con Slim Parabolic Notch 
Spessore del pacman wV   [xyz ∙ √{] wW   [xyz ∙ √{] 
3 mm 369.7 154.4 
4.5 mm 396.9 177.4 
6 mm 439.1 206.7 
7.5 mm 469.8 233.3 
9 mm 490.8 261.2 




Fig.1.26: Confronto a differenti spessori delle tensioni A'@ lungo la bisettrice                                                         
dell’intaglio nel pacman con Slim Parabolic Notch 
 
Ultimo risultato verificato sono state le tensioni in-plane (D$, DB, AEB) e out-of-plane (ABC), nel 
piano di massima ABC e lungo un path by nodes circolare di raggio 0.02 mm, centrato nell’origine 
del s.d.r. polare definito (Cylindrical Z). Come  in tutte le verifiche precedenti, è stata accertata 
l’esatta corrispondenza (Fig.1.27a-f) tra risultati dell’analisi FEM e curve ottenute dalle 
espressioni analitiche presentate ad inizio capitolo (Eq.1.8). 






Fig.1.27a: Tensioni lungo un path circolare (r=0.02 mm, z=1.441 mm) nel pacman con Slim Parabolic Notch e spessore 3 mm 
 
Fig.1.27b: Tensioni lungo un path circolare (r=0.02 mm, z=2.182 mm) nel pacman con Slim Parabolic Notch e spessore 4.5 mm 






Fig.1.27c: Tensioni lungo un path circolare (r=0.02 mm, z=2.941 mm) nel pacman con Slim Parabolic Notch e spessore 6 mm 
 
Fig.1.27d: Tensioni lungo un path circolare (r=0.02 mm, z=3.676 mm) nel pacman con Slim Parabolic Notch e spessore 7.5 mm 






Fig.1.27e: Tensioni lungo un path circolare (r=0.02 mm, z=4.398 mm) nel pacman con Slim Parabolic Notch e spessore 9 mm 
 
Fig.1.27f: Tensioni lungo un path circolare (r=0.02 mm, z=5.795 mm) nel pacman con Slim Parabolic Notch e spessore 12 mm 





Anche in queste geometrie, si ha perfetta corrispondenza tra risultati nodali e soluzioni analitiche 
per le tensioni in-plane. Passando alle tensioni out-of-plane , invece, si può notare come solo 
nelle geometrie con spessore 9 e 12 mm le curve analitiche siano sovrapposte ai risultati ottenuti 
con le analisi FEM: per spessori inferiori, le curve analitiche “sembrano” non fornire una 
soluzione esatta. 
Questo errore è dovuto al campo di applicabilità delle equazioni di Creager e Paris, il quale 
appare ridursi al diminuire dello spessore del componente. Il valore scelto per il raggio del path 
by nodes circolare, 0.02 mm, è evidentemente troppo alto per consentirci di applicare le 
equazioni di Modo III in componenti a spessore ridotto. 
La tabella 1.9 a seguire, in cui il range di applicabilità delle equazioni di Creager e Paris è definito 
come la distanza dall’origine del s.d.r. polare utilizzato in cui tali equazioni non forniscono più una 
soluzione esatta (deviazione superiore al 5%), conferma quanto prima affermato: in un percorso 
circolare di raggio 0.02 mm, solo per spessori pari o superiori a 9 mm è possibile utilizzare le 
equazioni 1.8. 
 
Tab.1.9: Range di applicabilità delle Eq.3.8 per le tensioni di Modo III nei pacman con Slim Parabolic Notch 
Spessore del pacman Range di applicabilità (r)    [mm] 
3 mm 0.0104 
4.5 mm 0.0131 
6 mm 0.0142 
7.5 mm 0.0153 
9 mm 0.0198 










1.3.5: RANGE DI APPLICABILITA’ DELLE EQUAZIONI DI MODO III AL 
VARIARE DI 2α 
 
 
Un ulteriore fenomeno che è stato osservato durante le numerose analisi, e che non è stato 
evidenziato  nei precedenti sottoparagrafi, è la variazione del range di applicabilità delle 
equazioni di Modo III (Eq.1.7 e 1.8) al variare dell’angolo di apertura dell’intaglio 2α, 
indipendentemente dalla tipologia di intaglio, sia esso V-Notch o Slim Parabolic. 
In particolare, come mostrato in Fig.1.28, la distanza dall’origine del s.d.r. alla quale le equazioni 
prima citate riescono a fornire una soluzione esatta aumenta non solo con l’aumentare dello 
spessore del componente, ma anche dell’angolo di apertura dell’intaglio 2α.  
 
 
Fig.1.28: Range di applicabilità delle equazioni di Modo III al variare dell’angolo                                                          
di apertura dell’intaglio e dello spessore del componente 
 
Per cricche o intagli parabolici (2α=0° in entrambi i casi) il range di applicabilità delle equazioni è 
talmente esiguo da rendere necessario lo studio ad una distanza pari o inferiori a 0.01 mm 
dall’origine del s.d.r. polare, anche per elevati spessori del componente. 





Viceversa, per intagli con angolo di apertura 2α pari o maggiore di 60°, è possibile collocarsi ad 
una distanza anche superiore a 0.03 mm dall’origine del s.d.r. polare ed ottenere soluzioni esatte 
utilizzando le Eq.1.7 e 1.8. 
Se ne conclude quindi che non è solo lo spessore del componente, ma anche l’angolo di apertura 
dell’intaglio 2α, a determinare lo sviluppo più o meno evidente delle tensioni indotte. 







STUDIO DELLE PIASTRE CON FORO 
RETTANGOLARE O ELLITTICO 
 
 
2.1: MODELLAZIONE DELLE PIASTRE IN ANSYS 
MULTIPHYSICS 
 
Caratterizzate da una dimensione dell’intaglio di gran lunga inferiore alle dimensioni totali, le 
piastre quadrate con foro rettangolare studiate in questo secondo capitolo (Fig.2.1a) 
presentano un lato di dimensione 200 mm e un foro di dimensioni 40x20 mm. Gli spessori 
scelti per lo studio sono stati 3, 6, 9, 12, 15 mm, tuttavia studi supplementari sono stati svolti 
nel sottoparagrafo 2.3.2 utilizzando spessori di 30 e 45 mm. Per quest’ultimi valori ovviamente 
non è più possibile parlare di piastre, tuttavia tali analisi sono state necessarie per confermare 
alcuni risultati ottenuti durante lo studio delle piastre vere e proprie. 
 
Fig.2.1a: Piastra quadrata con foro rettangolare, modellata per ¼ 





Le piastre quadrate con foro ellittico (Fig.2.1b) presentano invece un lato di dimensione 800 
mm e un foro ellittico con semiasse maggiore (a) di dimensione 31,62 mm, semiasse minore 
(b) di dimensione 1 mm, raggio di raccordo all’apice (ρ) pari a 0,0316 mm ed angolo 
d’inclinazione rispetto l’asse orizzontale (β) pari a 45°. Gli spessori scelti per lo studio di queste 
piastre sono stati 9, 15, 22, 30, 40 mm ma, anche in questo caso, ulteriori studi sono stati 
effettuati utilizzando spessori di 140 e 180 mm, necessari per confermare alcune 
problematiche sorte durante lo studio. 
 
 
Fig.2.1b: Piastra quadrata con foro ellittico 
 
Per tutte e quattordici le geometrie, la procedura di modellazione è stata simile a quella già 
vista per i componenti pacman: si è dapprima creato un modello 2D nel piano XY, quindi lo si è 
estruso in direzione z.  
In questo modo sono stati ridotti notevolmente i tempi necessari per la modellazione delle 
piastre, poiché ogni modello 2D è stato utilizzato per la creazione di sette modelli 3D. 
Nuovamente, per la creazione dei modelli 2D è stato utilizzato l’Element Structural Mass Solid 
8-node 183, mentre la procedura ha previsto l’inserimento degli opportuni keypoints, linee ed 
aree, seguite da un’adeguata suddivisione delle linee e dalla creazione della mesh (in Fig.2.2 la 
modellazione della piastra quadrata con foro rettangolare). 
Volendo entrare maggiormente nello specifico, in entrambe le tipologie di piastra sono state 
suddivise le linee in modo tale da poter ottenere una mesh infittita verso la zona d’interesse, 
ovvero lo spigolo del foro rettangolare o l’apice dell’ellisse. La tipologia di mesh utilizzata è 
stata mapped 3 or 4 sided per tutte le aree, ad esclusione dell’area circolare in prossimità dello 





spigolo del rettangolo, dove si è utilizzato il comando concentrate KPs ed una mesh free al fine 
di ottenere uno sviluppo radiale della mesh, e dell’area circolare all’apice dell’ellisse, in cui si è 
utilizzata una mesh free con elementi triangolari a dimensione estremamente ridotta. 
 
 
Fig.2.2: Procedura di creazione del modello 2D (piastra quadrata con foro rettangolare) 
 
E’ importante specificare come, grazie alla presenza di due assi di simmetria, è stato possibile 
modellare solo ¼ della piastra quadrata con foro rettangolare, riducendo notevolmente il 
carico computazionale. Ovviamente questa scelta ha comportato l’inserimento di opportuni 
vincoli di simmetria sul componente, presentati nel successivo paragrafo.  
La piastra quadrata con foro ellittico è stata invece modellata per intero, a causa dell’angolo 
d’inclinazione β dell’ellisse rispetto l’asse orizzontale, non nullo. 
Terminata la modellazione 2D, il passaggio al modello 3D è stato ottenuto per semplice 
estrusione (by XYZ offset) della superficie piana, utilizzando l’Element Structural Mass Solid 20-
node 186. 
Per lo stesso motivo visto nel capitolo precedente, cioè la necessità di ridurre il numero di nodi 
e quindi il carico computazionale, la profondità di estrusione scelta non è stata quella totale 
del pezzo, ma la metà: questa scelta ha di conseguenza obbligato l’uso di un opportuno vincolo 
di simmetria. 





E’ doveroso illustrare i parametri impostati per l’estrusione, ovvero i valori di Number of 
Elements Divisions e di Spacing Ratio utilizzati, i quali hanno permesso di ottenere una mesh 
infittita verso la superficie esterna del componente (Fig.2.3) e quindi, in accoppiata con il 
vincolo di simmetria prima citato, una mesh infittita verso entrambe le superfici esterne: 
 
      PIASTRA QUADRATA CON FORO RETTANGOLARE: 
• Spessore 3 mm: profondità d’estrusione 1.5 mm, NDIV:15, SPACE:80 
• Spessore 6 mm: profondità d’estrusione 3 mm, NDIV:15, SPACE:100 
• Spessore 9 mm: profondità d’estrusione 4.5 mm, NDIV:22, SPACE:150 
• Spessore 12 mm: profondità d’estrusione 6 mm, NDIV:22, SPACE:150 
• Spessore 15 mm: profondità d’estrusione 7.5 mm, NDIV:30, SPACE:200 
• Spessore 30 mm: profondità d’estrusione 15 mm, NDIV:40, SPACE:250 
• Spessore 45 mm: profondità d’estrusione 22.5 mm, NDIV:40, SPACE:300 
 
PIASTRA QUADRATA CON FORO ELLITTICO: 
• Spessore 9 mm: profondità d’estrusione 4,5 mm, NDIV:15, SPACE:100 
• Spessore 15 mm: profondità d’estrusione 7.5 mm, NDIV:15, SPACE:150 
• Spessore 22 mm: profondità d’estrusione 11 mm, NDIV:22, SPACE:150 
• Spessore 30 mm: profondità d’estrusione 15 mm, NDIV:22, SPACE:150 
• Spessore 40 mm: profondità d’estrusione 20 mm, NDIV:22, SPACE:250 
• Spessore 140 mm: profondità d’estrusione 70 mm, NDIV:22, SPACE:400 
• Spessore 180 mm: profondità d’estrusione 90 mm, NDIV:22, SPACE:400 
 
 
Fig.2.3: Modello 3D estruso (piastra con foro rettangolare e profondità di estrusione di 4.5 mm) 





2.2: IMPOSTAZIONE DELLA SIMULAZIONE E CRITERI DI 
VERIFICA 
 
Operazione preliminare è stata l’inserimento delle proprietà del materiale, l’acciaio al carbonio 
AISI 1008, all’interno del software. I valori inseriti sono qui presentati: 
• Modulo di Young (E): 206000 MPa 
• Modulo di Poisson (ν): 0.3 
• Conducibilità termica (λ): 65.2 W/m°C 
• Coefficiente di espansione termica (α): 13 ∙ 10
   °
 
A seguire sono stati inseriti carichi e vincoli. In entrambe le tipologie di piastra il carico termico 
scelto è stato il medesimo, ovvero una temperatura uniforme (T) in tutto il pezzo, pari a -200 
°C. Tale carico è stato applicato a tutti i nodi del componente. 
 
                                                    (, , ) 	= 	−200	°                                                       (2.1) 
 
Passando ai vincoli, in primo luogo è stata impedita la traslazione nelle tre direzioni (vincolo 
d’incastro, Fig.2.4) alle aree di base superiori ed inferiori delle piastre con foro ellittico.   
 ,(,   , ) 	= 	!,(,   , ) 	= 	",(,  , ) 	= 	0                                             ,(, #$, ) 	= 	!,(, #$, ) 	= 	",(, #$, ) 	= 	0         (2.2) 
 
Nelle piastre con foro rettangolare, invece, sono state vincolate esclusivamente le aree di base 
superiori del modello, poiché solo ¼ della geometria è stata modellata (concettualmente però 
il vincolo è il medesimo). 
 
       ,%&&(,   , ) 	= 	!,%&&(,   , ) 	= 	",%&&(,  , ) 	= 	0             (2.3) 
 
Il secondo vincolo inserito è di simmetria e, come anticipato nel paragrafo 2.1, è stato 
applicato alle superfici anteriori di tutte le piastre, dal lato del componente cioè in cui la mesh 
è meno fitta (Fig.2.4). In questo modo si è potuto studiare un componente con lo spessore 
desiderato, ma dimezzando nodi e carico di lavoro per il calcolatore. 





Per le piastre quadrate con foro rettangolare, inoltre, dei vincoli di simmetria sono stati 
applicati anche alle aree laterali di sinistra e alle aree di base inferiori (Fig.2.4), in modo da 
riuscire a studiare il componente completo pur avendone modellato solo ¼. 
 
 
Fig.2.4: Vincoli d’incastro e di simmetria applicati ai modelli 
 
Conclusa l’impostazione dell’analisi termomeccanica, si è avviata l’analisi. 
Ottenuta la soluzione, operazione necessaria e preliminare allo studio delle tensioni è stata la 
definizione dei sistemi di riferimento polari (locali) da utilizzare con le relazioni analitiche 
presenti in letteratura. 
Per le piastre con foro rettangolare si è utilizzato un s.d.r. polare (Fig.2.5a) centrato sullo 
spigolo del foro e con la direzione θ=0 corrispondente alla bisettrice dell’intaglio: il s.d.r. è 
quello tipico delle equazioni di Williams (Modo I e II) [3] e Seweryn e Molski (Modo III) [4]. 
Per le piastre con foro ellittico si è utilizzato invece un s.d.r. polare (Fig.2.5b) centrato a 
distanza () = */2 = 0.0158 mm dall’apice dell’ellisse e con direzione θ=0 parallela all’asse 
maggiore dell’ellisse: questo è il s.d.r. utilizzato per le equazioni di Creager e Paris (Modo I, II e 
III) [5]. 
 






Fig.2.5a: S.d.r. locale per piastra con foro rettangolare 
 
 
Fig.2.5b: S.d.r. locale per piastra con foro ellittico 
 
Attivato quindi il s.d.r. polare corretto per la tipologia di piastra studiata, la prima operazione 
svolta è stata l’individuazione del piano di massima ,-", cioè il piano in cui saranno effettuati 
tutti i successivi studi. Per individuarlo è stato definito un path by nodes lungo lo spessore della 
piastra, quindi in direzione z, posto sulla bisettrice dell’intaglio (θ=0) ed a distanza dall’origine 
del s.d.r. prima illustrato pari a 0.02 mm per le piastre con foro rettangolare e pari a 0.04 mm 
per le piastre con foro ellittico. Per i nodi del path sono state plottate le tensioni in-plane (./, .0, ,10) e out-of-plane (,12, ,02): si è infatti sfruttato il path non solo per individuare il piano di 
massima ,02, ma anche per studiare l’andamento delle tensioni lungo lo spessore. 
A causa dei carichi e vincoli imposti, il componente sarà soggetto contemporaneamente a 
Modo I, Modo II e Modo III (indotto): le tensioni in-plane, tutte non nulle ed indipendenti da z 
[1], dovranno quindi risultare circa costanti al variare della profondità del componente. Al 





contrario le tensioni out-of-plane, indotte e quindi dipendenti da z, dovranno variare 
linearmente lungo lo spessore [1]. 
Individuato poi il piano di massima ,02 e collocatici in tale piano, è stato definito un altro path 
by nodes, questa volta lungo la bisettrice dell’intaglio (θ=0). Per i nodi del path sono state 
plottate le tensioni ./, .0, ,10 e ,02: di queste è stata verificata la pendenza dei campi di 
tensione all’apice dell’intaglio, che dovrà risultare coerente con la teoria formulata da Williams 
[3] e Seweryn e Molski [4] per i V-Notch (applicabile al foro rettangolare) e da Creager e Paris 
[5] per gli intagli Slim Parabolic (applicabile al foro ellittico).  
Le tensioni individuate lungo questo path sono state utilizzate anche per calcolare 
analiticamente i Notch Stress Intensity Factor di Modo I, Modo II e Modo III (3, 34, 35  e 356) 
nelle piastre quadrate con foro rettangolare ed i Rounded Notch Stress Intensity Factor di 
Modo I, Modo II e Modo III (37, 347, 357  e 3576 ) nelle piastre quadrate con foro ellittico. Le 
relazioni utilizzate sono: 
 
                         3 	= 	.0 ∙ √29 ∙ ().;<                      34 	= 	 ,10 ∙ √29 ∙ ().)=                         
 
                         35 	= 	 ,02 ∙ √29 ∙ ().555                   356 	= 	 ,12 ∙ √29 ∙ (
).55;               (2.4) 
 
                         37 	= 	 4 ∙ .0,>?@ ∙ A9*                     347 	= 	 5√54 ∙ ,10,>?@ ∙ A9*                       
 
                         357 	= 	 ,02,>?@ ∙ A9*                        3576 	= 	 ,12 ∙ √4B		
CDED FE.G                       (2.5) 
 
dove: *= raggio di raccordo all’apice dell’ellisse, pari a 0.0316 mm 
 
Inoltre, sempre nel piano di massima tensione di taglio ,02, nelle piastre con foro rettangolare 
sono stati definiti due path by nodes circolari, di raggio pari a 0.02 mm o  0.001 mm e centrati 
nell’origine del s.d.r. polare in precedenza definito. 
Per i nodi di tali paths sono state plottate ancora una volta le tensioni in-plane (./, .0, ,10) e 
out-of-plane (,12, ,02). Per ognuna di esse se n’è tracciato l’andamento al variare di θ e lo si è 
confrontato con quello fornito dalle espressioni di Williams (Modo I e II) [3] e Seweryn e Molski 
(Modo III) [4] per V-Notch a 2α=90°, presenti in letteratura e qui illustrate: 






H .-./,/-I 	= 	 √4B ∙ JK∙/LE.MGN4.5O5< ∙ PQ
+1.544 ∙ UVW(0.456)Y+2.456 ∙ UVW(0.456)Y+0.456 ∙ WZ[(0.456)Y	\ + 0.8395 ∙ Q
+UVW(1.544)Y−UVW(1.544)Y+WZ[(1.544)Y\_ + 
               + 
√4B ∙ J`∙/LE.EaK).<)= ∙ PQ−(1.909) ∙ WZ[(0.091)Y−(2.091) ∙ WZ[(0.091)Y+(0.091) ∙ UVW(0.091)Y	\ + 0.4181 ∙ Q
−WZ[(1.909)Y+WZ[(1.909)Y+UVW(1.909)Y\_ 
 
               b,/",-"c 	= 	 Jde√4B ∙ (
).555 ∙ f+WZ[(0.667)Y+UVW(0.667)Yh 	+	 Jdi√4B ∙ ().55; ∙ f+UVW(1.334)Y−WZ[(1.334)Yh              (2.6) 
 
dove: 3 = notch stress intensity factor di Modo I 34 = notch stress intensity factor di Modo II 35  = notch stress intensity factor di Modo III (componente antisimmetrica) 356 = notch stress intensity factor di Modo III (componente simmetrica) 
 
Nelle piastre con foro ellittico, invece, rimanendo nel piano di massima tensione di taglio ,02, 
sono stati definiti due path by nodes: uno circolare, con distanza dall’origine del s.d.r. polare 
pari a 0.04 mm, ed uno lungo il bordo dell’ellisse. Anche per i nodi di questi path sono state 
plottate le tensioni in-plane (./, .0, ,10) e out-of-plane (,12, ,02), e se n’è tracciato 
l’andamento al variare di θ, confrontandolo con quello fornito dalle espressioni di Creager e 
Paris (Modo I, II e III) [5] presenti in letteratura e qui riportate: 
 




+C54F ∙ UVW C4F Y+C<4F ∙ UVW C4F Y+C4F ∙ WZ[ C4F Y
	
r
st+ C4F ∙ o
pq
+UVW C54F Y−UVW C54F Y+WZ[ C54F Yr
st+ C7/F ∙ o
pq









−C54F ∙ WZ[ C4F Y−C<4F ∙ WZ[ C4F Y+C4F ∙ UVW C4F Y
	
r
st+ C54F ∙ o
pq
−WZ[ C54FY+WZ[ C54FY+UVW C54F Yr
st+ C7/F ∙ o
pq





             b,/",-"c 	= 	 Jdje√4B/ ∙ P+WZ[ C
-4F+UVW C-4F_	+	
Jdji√4B ∙ x+UVW(Y) − C/E/ F
).< ∙ UVW C-4F−WZ[(Y) + C/E/ F).< ∙ WZ[ C-4Fy                         (2.7) 
 





dove: 37 = rounded notch stress intensity factor di Modo I 347 = rounded notch stress intensity factor di Modo II 357  = rounded notch stress intensity factor di Modo III (componente antisimmetrica) 3576  = rounded notch stress intensity factor di Modo III (componente simmetrica) 
 
 
2.3: ANALISI DEI RISULTATI FEM 
 
In questo paragrafo sono illustrati i risultati ottenuti durante lo studio delle quattordici 
geometrie di piastra. 
Ad ogni tipologia è dedicato un sottoparagrafo, in cui sono presentate dapprima le tensioni (in-
plane ed out-of-plane) lungo lo spessore del componente, quindi le medesime tensioni lungo 
la bisettrice dell’intaglio, ed infine lungo dei percorsi circolari centrati nell’origine del s.d.r. 
utilizzato o lungo il bordo dell’ellisse. 
 
 
2.3.1: PIASTRA QUADRATA CON FORO RETTANGOLARE 
 
Gli studi su questa tipologia di componente sono stati svolti inizialmente utilizzando spessori 
compresi tra 3 mm e 15 mm, ovvero dimensioni per le quali il componente si può ancora 
definire “piastra”. 
Prima operazione è stata la verifica dell’andamento delle tensioni in-plane (./, .0, ,10) e out-
of-plane (,12, ,02) lungo lo spessore della piastra, e l’individuazione del piano di massima ,02 
(Fig.2.6a-e). Il path by nodes è stato definito in corrispondenza della bisettrice dell’intaglio e ad 
una distanza dall’apice pari a circa 0.02 mm. 
 






Fig.2.6a: Tensioni in-plane ed out-of-plane lungo lo spessore del componente                                                       
(r=0.02 mm, θ=0°) nella piastra con foro rettangolare e spessore 3 mm 
 
Fig.2.6b: Tensioni in-plane ed out-of-plane lungo lo spessore del componente                                                       
(r=0.02 mm, θ=0°) nella piastra con foro rettangolare e spessore 6 mm 
 
Fig.2.6c: Tensioni in-plane ed out-of-plane lungo lo spessore del componente                                                       
(r=0.02 mm, θ=0°) nella piastra con foro rettangolare e spessore 9 mm 






Fig.2.6d: Tensioni in-plane ed out-of-plane lungo lo spessore del componente                                                       
(r=0.02 mm, θ=0°) nella piastra con foro rettangolare e spessore 12 mm 
 
Fig.2.6e: Tensioni in-plane ed out-of-plane lungo lo spessore del componente                                                       
(r=0.02 mm, θ=0°) nella piastra con foro rettangolare e spessore 15 mm 
 
Risulta chiaro come le tensioni in-plane, tutte non nulle a conferma della presenza 
contemporanea di Modo I e Modo II, siano perfettamente costanti al variare della profondità z, 
almeno in un ampio tratto centrale. Andamento differente è riscontrato nelle tensioni out-of-
plane, linearmente variabili lungo lo spessore. Quest’andamento è tuttavia ben visibile nei 
grafici soprastanti solo per le ,02 e non per le ,12, le quali sono di diversi ordini di grandezza 
inferiori alle altre tensioni. 
Inoltre questi paths hanno permesso l’individuazione dei piani di massima tensione di taglio ,02: tali piani, collocati a distanza z dall’origine del s.d.r. polare utilizzato, sono evidenziati 
geometria per geometria nelle Fig.2.6a-e. 





Collocatici quindi correttamente nei piani di massima ,02, per ogni geometria sono state 
valutate le tensioni ./, .0, ,10 e ,02 lungo un path by nodes posto sulla bisettrice dell’intaglio.  
I risultati sono presentati in Fig.2.7a-e. 
 
 
Fig.2.7a: Tensioni ./, .0, ,10	e ,02 lungo la bisettrice dell’intaglio nella piastra                                                        
con foro rettangolare e spessore 3 mm (θ=0°, z=1.390 mm) 
 
Fig.2.7b: Tensioni ./, .0, ,10	e ,02 lungo la bisettrice dell’intaglio nella piastra                                                        
con foro rettangolare e spessore 6 mm (θ=0°, z=2.804 mm) 






Fig.2.7c: Tensioni ./, .0, ,10	e ,02 lungo la bisettrice dell’intaglio nella piastra                                                             
con foro rettangolare e spessore 9 mm (θ=0°, z=4.266 mm) 
 
 
Fig.2.7d: Tensioni ./, .0, ,10	e ,02 lungo la bisettrice dell’intaglio nella piastra                                                             
con foro rettangolare e spessore 12 mm (θ=0°, z=5.761 mm) 






Fig.2.7e: Tensioni ./, .0, ,10	e ,02 lungo la bisettrice dell’intaglio nella piastra                                                        
con foro rettangolare e spessore 15 mm (θ=0°, z=7.194 mm) 
 
 
Il primo, evidente, risultato è la correttezza dei gradi di singolarità dei campi di tensione, se 
confrontati con quelli teorici: 0.456 per le ./ e .0, 0.091 per le τ10 e 0.333 per le  τ02. 
E’ stato inoltre riscontrato un incremento delle tensioni indotte τ02 all’aumentare dello 
spessore della piastra (Fig.2.8), a differenza delle tensioni in-plane, le quali risultano circa 
costanti al variare dello spessore. Tale effetto è evidente anche osservando i valori assunti dai 
Notch Stress Intensity Factor di Modo I, Modo II e Modo III (3, 34, 35  e 356) nelle diverse 
geometrie (Tab.2.1), calcolati mediante le Eq.2.4. Gli NSIFs saranno utilizzati anche nella 














Tab.2.1: NSIFs 3, 34, 35  e 356 nelle piastre con foro rettangolare 
Spessore 
della piastra 
{|   [}~ ∙ .] {   [}~ ∙ .|] {   [}~ ∙ .] {  [}~ ∙ 
.] 
3 mm 2732.8 1570.2 255.0 249.1 
6 mm 2726.2 1583.3 305.9 203.8 
9 mm 2697.7 1610.8 344.2 167.5 
12 mm 2663.8 1644.1 374.7 152.5 




Fig.2.8: Confronto a differenti spessori delle tensioni ,-" lungo la bisettrice                                                         
dell’intaglio nella piastra con foro rettangolare 
 
A questo punto, sempre rimanendo nel piano di massima ,02, è stato creato il primo path by 
nodes circolare, centrato sullo spigolo del foro e con raggio di 0.02 mm. Lungo questo path 
sono state plottate sia le tensioni in-plane (./, .0, ,10) che out-of-plane (,12, ,02), ed il loro 
andamento è stato confrontato con quello fornito delle soluzioni analitiche di Williams e 
Seweryn e Molski (Eq.2.6). In Fig.2.9a-e ne sono presentati i risultati. 
 






Fig.2.9a: Tensioni lungo un path circolare (r=0.02 mm, z=1.390 mm) nella piastra con foro rettangolare e spessore 3 mm 
 
Fig.2.9b: Tensioni ungo un path circolare (r=0.02 mm, z=2.804 mm) nella piastra con foro rettangolare e spessore 6 mm 






Fig.2.9c: Tensioni lungo un path circolare (r=0.02 mm, z=4.266 mm) nella piastra con foro rettangolare e spessore 9 mm 
 
Fig.2.9d: Tensioni lungo un path circolare (r=0.02 mm, z=5.761 mm)  nella piastra con foro rettangolare e spessore 12 mm 






Fig.2.9e: Tensioni lungo un path circolare (r=0.02 mm, z=7.194 mm) nella piastra con foro rettangolare e spessore 15 mm 
 
Risulta palese come i risultati FEM e le soluzioni analitiche delle tensioni in-plane coincidano 
perfettamente in tutte e cinque le geometrie, a differenza di quanto accade per le tensioni 
out-of-plane. I risultati FEM e le soluzioni analitiche di quest’ultime infatti non sono mai 
perfettamente sovrapposti: la situazione è peggiore per spessori molto piccoli, dove le due 
curve sono molto lontane tra loro, e migliora per spessori più grandi, dove le due curve sono 
vicine ma comunque non sovrapposte. 
La causa è sicuramente da imputarsi al ridotto tratto lineare delle tensioni di Modo III 
(componenti antisimmetrica e/o simmetrica), che impedisce l’applicazione delle equazioni 
analitiche a tali distanze dall’apice dell’intaglio.  
La tabella 2.2 presenta il termine di linearità delle tensioni di Modo III, definito come la 
distanza dall’apice dell’intaglio in cui gli NSIFs, calcolati con le Eq.2.4, differiscono di oltre il 5% 
dal valore effettivo. 
Come chiaro da tale tabella, il tratto lineare della componente antisimmetrica delle tensioni di 
Modo III aumenta all’aumentare dello spessore: per spessori pari o superiori a 6 mm, le 
equazioni risultano applicabili. Il tratto lineare della componente simmetrica delle tensioni di 





Modo III è, invece, sempre di gran lunga inferiore a 0.02 mm, anche all’aumentare dello 
spessore. 
 
Tab.2.2: Termine della singolarità per le tensioni di Modo III nelle piastre con foro rettangolare 
Spessore della 
piastra 
Termine linearità (r)    [mm] 
(componente antisimmetrica)    
Termine linearità (r)    [mm] 
(componente simmetrica)    
3 mm 0.0121 0.00025 
6 mm 0.0216 0.00025 
9 mm 0.0249 0.00025 
12 mm 0.0258 0.0003 
15 mm 0.0318 0.0003 
 
A causa del ridotto tratto lineare della componente simmetrica delle tensioni di Modo III non è 
pertanto possibile utilizzare le Eq.2.6 a distanza di 0.02 mm dall’apice dell’intaglio.  
E’ stato pertanto, come ulteriore verifica, costruito un altro path by nodes circolare, sempre 
centrato sullo spigolo del foro rettangolare, ma con raggio di 0.001 mm. A tali distanze si è 
ancora fuori dal tratto lineare delle tensioni di Modo III (componente simmetrica) tuttavia, 
poiché queste sono non singolari, a differenza della componente antisimmetrica di Modo III, il 
loro contributo sarà perfettamente trascurabile. Ciò che contribuirà alla determinazione delle 
tensioni out-of-plane sarà esclusivamente la componente antisimmetrica di Modo III. 
Lungo questo path sono, come prima, state plottate le tensioni in-plane (./, .0, ,10) e out-of-
plane (,12, ,02), e si è confrontato il loro andamento con quello fornito delle Eq.2.6. In 
Fig.2.10a-e sono presentati esclusivamente i risultati delle tensioni out-of-plane, per brevità. 
 
 
Fig.2.10a: Tensioni out-of-plane lungo un path circolare (r=0.001 mm, z=1.390 mm)                                                      
nella piastra con foro rettangolare e spessore 3 mm 







Fig.2.10b: Tensioni out-of-plane lungo un path circolare (r=0.001 mm, z=2.804 mm)                                                      
nella piastra con foro rettangolare e spessore 6 mm 
 
Fig.2.10c: Tensioni out-of-plane lungo un path circolare (r=0.001 mm, z=4.266 mm)                                                       
nella piastra con foro rettangolare e spessore 9 mm 
 
Fig.2.10d: Tensioni out-of-plane lungo un path circolare (r=0.001 mm, z=5.761 mm)                                                      
nella piastra con foro rettangolare e spessore 12 mm 






Fig.2.10e: Tensioni out-of-plane lungo un path circolare (r=0.001 mm, z=7.194 mm)                                                       
nella piastra con foro rettangolare e spessore 15 mm 
 
E’ visibile come ora i risultati FEM e le soluzioni analitiche delle tensioni out-of-plane 
coincidano perfettamente. Essendo infatti la componente simmetrica di Modo III trascurabile a 
tali distanze dall’apice dell’intaglio, è solo la componente antisimmetrica a determinare il 
valore delle tensioni. Poiché inoltre il path è stato tracciato ad una distanza ben inferiore 
rispetto a quella in cui termina la singolarità della componente antisimmetrica di Modo III, 
risulta chiaro perché le curve siano ora perfettamente sovrapposte. 
 
 
2.3.2: PIASTRA QUADRATA CON FORO RETTANGOLARE: CASI 
AGGIUNTIVI 
 
Un ultimo studio sulle piastre con foro rettangolare è stato effettuato utilizzando spessori di 30 
mm e 45 mm. E’ evidente come, per tali spessori, non si possa più parlare effettivamente di 
“piastra”. Si è tuttavia deciso di compiere degli studi in quanto, come visibile in Tab. 2.1, si è 
notato un comportamento particolare dei Notch Stress Intensity Factors di Modo III (35  e 356) 
al variare dello spessore della piastra. 
In particolare, all’aumentare dello spessore, si è mostrato un sostanziale incremento del 35  ed 
una riduzione del 356: è quindi possibile che, per spessori sufficientemente alti, il contributo 
dovuto alla componente simmetrica di Modo III sia trascurabile rispetto alla componente 
antisimmetrica anche ad elevate distanze dall’apice dell’intaglio. 





Lo studio effettuato sui componenti a spessori a 30 mm e 45 mm è tuttavia il medesimo già 
presentato per le piastre a spessore inferiore, e non sarà pertanto riproposto. Sono qui 
presentati esclusivamente i valori dei Notch Stress Intensity Factors di Modo I, Modo II e Modo 
III (Tab.2.3), in modo da mostrare l’evidente differenza tra i  35  ed i 356 in tali spessori, e il 
confronto tra risultati FEM e soluzioni analitiche in un path by nodes circolare, centrato sullo 
spigolo del foro e con raggio di 0.02 mm, nel piano di massima ,02 (Fig.2.11a-b). 
 
Tab.2.3: NSIFs 3, 34, 35  e 356 nelle piastre con foro rettangolare e spessore 30 mm e 45 mm 
Spessore 
della piastra 
{|   [}~ ∙ .] {   [}~ ∙ .|] {   [}~ ∙ .] {    [}~ ∙ 
.] 
30 mm 2712.7 1704.5 494.5 68.7 
45 mm 2824.3 1686.5 559.8 23.84 
 
 
Fig.2.11a: Tensioni in-plane ed out-of-plane lungo un path circolare (r=0.02 mm, z=14.410 mm)                                      
nella piastra con foro rettangolare e spessore 30 mm 






Fig.2.11b: Tensioni in-plane ed out-of-plane lungo un path circolare (r=0.02 mm, z=21.519 mm)                                      
nella piastra con foro rettangolare e spessore 45 mm 
 
Risultati FEM e soluzioni analitiche delle tensioni in-plane e out-of-plane coincidono 
perfettamente in entrambe le geometrie, a conferma di quanto affermato in precedenza. 
 
 
2.3.3: PIASTRA QUADRATA CON FORO ELLITTICO 
 
Prima di illustrare i risultati ottenuti con questa tipologia di piastre, è doverosa una 
precisazione sul grado di infittimento della mesh: a causa della necessità di modellare le 
piastre per intero (non è presente alcuna simmetria da poter sfruttare per ridurre le 
dimensioni del modello), si è dovuta utilizzare una mesh non molto fitta. Questo ha 
comportato problemi nel calcolo dei Rounded Notch Stress Intensity Factor di Modo III 
(componente simmetrica), che quindi saranno calcolati in maniera approssimativa, come 
illustrato  a seguire. 





Passando ai risultati, per questa tipologia di piastra si sono inizialmente scelti spessori 
compresi tra 9 mm e 40 mm, cioè dimensioni per le quali si può effettivamente parlare di 
“piastra”. 
Seguendo la stessa procedura vista nel precedente sottoparagrafo, la prima operazione è stata 
la verifica delle tensioni in-plane (./, .0, ,10) e out-of-plane (,12, ,02) lungo lo spessore della 
piastra, e l’individuazione del piano di massima ,02 (Fig.2.12a-e). 
In questi casi il path by nodes è stato definito ad una distanza dall’origine del s.d.r adottato 
pari a 0.04 mm, e in corrispondenza della bisettrice dell’intaglio. 
 
 
Fig.2.12a: Tensioni in-plane ed out-of-plane lungo lo spessore del componente                                                       
(r=0.04 mm, θ=0°) nella piastra con foro ellittico e spessore 9 mm 
 
 
Fig.2.12b: Tensioni in-plane ed out-of-plane lungo lo spessore del componente                                                       
(r=0.04 mm, θ=0°) nella piastra con foro ellittico e spessore 15 mm 






Fig.2.12c: Tensioni in-plane ed out-of-plane lungo lo spessore del componente                                                       
(r=0.04 mm, θ=0°) nella piastra con foro ellittico e spessore 22 mm 
 
Fig.2.12d: Tensioni in-plane ed out-of-plane lungo lo spessore del componente                                                       
(r=0.04 mm, θ=0°) nella piastra con foro ellittico e spessore 30 mm 
 
Fig.2.12e: Tensioni in-plane ed out-of-plane lungo lo spessore del componente                                                       
(r=0.04 mm, θ=0°) nella piastra con foro ellittico e spessore 40 mm 





Anche in queste geometrie, le tensioni in-plane  sono tutte non nulle e correttamente costanti 
al variare della profondità z, in un ampio tratto centrale. 
Diversamente, le tensioni out-of-plane risultano linearmente variabili lungo lo spessore: 
questo andamento è però ben visibile solo per ,02, e non per le ,12, di diversi ordini di 
grandezza inferiori alle altre tensioni. 
In aggiunta, i piani di massima tensioni di taglio ,02, individuati sempre mediante questi paths 
e collocati a distanza z dall’origine del s.d.r. polare utilizzato, sono evidenziati nelle Fig.2.12a-e. 
Collocatici correttamente in tali piani, sono state poi valutate le tensioni ./, .0, ,10 e ,02 lungo 
un path by nodes posto sulla bisettrice dell’intaglio. I risultati sono presentati in Fig.2.13a-e. 
 
 
Fig.2.13a: Tensioni ./, .0, ,10	e ,02 lungo la bisettrice dell’intaglio nella piastra                                                       
con foro ellittico e spessore 9 mm (θ=0°, z=4.411 mm) 
 
Fig.2.13b: Tensioni ./, .0, ,10	e ,02 lungo la bisettrice dell’intaglio nella piastra                                                       
con foro ellittico e spessore 15 mm (θ=0°, z=7.388 mm) 






Fig.2.13c: Tensioni ./, .0, ,10	e ,02 lungo la bisettrice dell’intaglio nella piastra                                                             
con foro ellittico e spessore 22 mm (θ=0°, z=10.86 mm) 
 
Fig.2.13d: Tensioni ./, .0, ,10	e ,02 lungo la bisettrice dell’intaglio nella piastra                                                             
con foro ellittico e spessore 30 mm (θ=0°, z=14.87 mm) 
 
Fig.2.13e: Tensioni ./, .0, ,10	e ,02 lungo la bisettrice dell’intaglio nella piastra                                                             
con foro ellittico e spessore 40 mm (θ=0°, z=19.88 mm) 





Come primo risultato è evidente il corretto andamento dei campi di tensione lungo la 
bisettrice dell’intaglio, quando confrontato con quello fornito dalle soluzioni analitiche 
(Eq.2.7). 
Tuttavia, volendo essere più precisi circa il campo di applicabilità delle equazioni, è possibile 
notare come quello delle tensioni in-plane sia di gran lunga maggiore di quello delle tensioni 
out-of-plane (vedi Tab.2.5 a seguire): questo si rivelerà essere un problema nell’applicazione 
delle equazioni presenti in letteratura a distanze troppo elevate dall’apice dell’ellisse. 
E’ poi riscontrabile un modesto incremento delle tensioni indotte τ02 all’aumentare dello 
spessore della piastra, visibile in Fig.2.14. Questo fenomeno è assente nelle tensioni ./, .0 e ,10, circa costanti al variare dello spessore, ed è più chiaro osservando i valori assunti dai 
Rounded Notch Stress Intensity Factor di Modo I, Modo II e Modo III al variare dello spessore 
(Tab.2.4). I RNSIFs sono stati calcolati utilizzando le Eq.2.5 e saranno utilizzati per verificare 
l’andamento delle tensioni lungo un path circolare e lungo il bordo dell’ellisse. 
Come anticipato all’inizio di questo sottoparagrafo, è tuttavia importante specificare come il 
calcolo del 3576  sia stato effettuato in maniera approssimativa, semplicemente trovando dei 
valori che consentissero la sovrapposizione dei risultati FEM e delle curve analitiche nei paths 
lungo il bordo dell’ellisse. Il numero dei nodi in prossimità dell’apice è infatti così esiguo da non 
consentirne un calcolo preciso. 
 
 
Tab.2.4: RNSIFs 37, 347, 357  e 3576  nelle piastre con foro ellittico 
Spessore 
della piastra 
{|7   [}~ ∙ √] {7   [}~ ∙ √] {7    [}~ ∙ √] {7    [}~ ∙ √] 
9 mm 3407.8 3567.7 1335.4 circa 1820 
15 mm 3397.6 3614.6 1415.2 circa 1550 
22 mm 3399.5 3654.1 1465.7 circa 1330 
30 mm 3362.1 3718.1 1529.2 circa 1280 














Fig.2.14: Confronto a differenti spessori delle tensioni ,-" lungo la bisettrice                                                         
dell’intaglio nella piastra con foro ellittico 
 
Sempre rimanendo nel piano di massima ,02, sono state a questo punto verificate le tensioni 
in-plane e out-of-plane lungo il bordo dell’ellisse. Come nelle precedenti verifiche, è stata 
accertata l’esatta corrispondenza (Fig.2.15a-e) tra i risultati dell’analisi FEM e le curve ottenute 
con le espressioni di Creager e Paris (Eq. 2.7) presentate ad inizio capitolo. 






Fig.2.15a: Tensioni lungo il bordo dell’ellisse nella piastra con foro ellittico e spessore 9 mm 
 
Fig.2.15b: Tensioni lungo il bordo dell’ellisse nella piastra con foro ellittico e spessore 15 mm 






Fig.2.15c: Tensioni lungo il bordo dell’ellisse nella piastra con foro ellittico e spessore 22 mm 
Fig.2.15d: Tensioni lungo il bordo dell’ellisse nella piastra con foro ellittico e spessore 30 mm 







Fig.2.15e: Tensioni lungo il bordo dell’ellisse nella piastra con foro ellittico e spessore 40 mm 
 
Lungo il bordo dell’ellisse, sia per le tensioni in-plane che per quelle out-of-plane si ha una 
perfetta sovrapposizione tra risultati FEM e soluzioni analitiche. Questo risultato è oltretutto 
indipendente dallo spessore, in quanto  anche per spessori molto ridotti le curve coincidono 
alla perfezione. 
Infine, l’ultimo studio su questa tipologia di piastre è stato compiuto lungo un path by nodes 
circolare, collocato nel piano di massima ,02. Il path presenta un raggio di 0.04 mm ed è 
centrato nell’origine del s.d.r. adottato. I risultati di tale studio sono riportati in Fig.2.16a-e. 
 






Fig.2.16a: Tensioni lungo un path circolare (r=0.04 mm, z=4.411 mm) nella piastra con foro ellittico e spessore 9 mm 
 
Fig.2.16b: Tensioni lungo un path circolare (r=0.04 mm, z=7.388 mm) nella piastra con foro ellittico e spessore 15 mm 






Fig.2.16c: Tensioni lungo un path circolare (r=0.04 mm, z=10.86 mm) nella piastra con foro ellittico e spessore 22 mm 
 
Fig.2.16d: Tensioni lungo un path circolare (r=0.04 mm, z=14.87 mm) nella piastra con foro ellittico e spessore 30 mm 






Fig.2.16e: Tensioni lungo un path circolare (r=0.04 mm, z=19.88 mm)  nella piastra con foro ellittico e spessore 40 mm 
 
E’ evidente come, mentre le soluzioni analitiche delle tensioni in-plane forniscano risultati 
identici a quelli ottenuti col FEM, lo stesso non si possa dire per le tensioni out-of-plane.  
In nessuna delle cinque geometrie, infatti, risultati FEM e curve analitiche risultano 
sovrapposti. 
La causa è, anche in questo caso, da imputarsi al campo di applicabilità delle equazioni di 
Creager e Paris, ovvero delle equazioni di Modo III (componenti antisimmetrica e/o 
simmetrica), evidentemente troppo esiguo.  
La tabella 2.5 mostra il range di applicabilità delle equazioni di Modo III, definito come la 
distanza dall’origine del s.d.r. polare utilizzato in cui tali equazioni non forniscono più una 
soluzione esatta (deviazione superiore al 5%). Doveroso specificare come, a causa della mesh 
non molto fitta, non è stato possibile studiare il range di applicabilità della componente 










Tab.2.5: Range di applicabilità delle Eq.2.7 per le tensioni di Modo III nelle piastre con foro ellittico 
Spessore della 
piastra 
Termine applicabilità (r)    [mm] 
(componente antisimmetrica)    
Termine applicabilità (r)    [mm] 
(componente simmetrica)    
9 mm 0.0255 impossibile da stimare 
15 mm 0.0303 impossibile da stimare 
22 mm 0.0303 impossibile da stimare 
30 mm 0.0327 impossibile da stimare 
40 mm 0.0352 impossibile da stimare 
 
Risulta chiaro come la distanza massima dall’origine del s.d.r. polare alla quale è possibile 
applicare le equazioni di Modo III di Creager e Paris aumenti all’aumentare dello spessore, 
rimanendo sempre però inferiore a 0.04 mm (raggio del percorso circolare) per le geometrie 
studiate. 
E’ sicuramente questo il motivo per cui le Eq.2.7 non hanno fornito una soluzione esatta. 
 
 
2.3.4: PIASTRA QUADRATA CON FORO ELLITTICO: CASI 
AGGIUNTIVI 
 
Un ultimo studio sulle piastre con foro ellittico è stato svolto utilizzando spessori di 140 mm e 
180 mm. In questi casi ovviamente il componente non è più una piastra, ma un 
parallelepipedo. Si è comunque deciso di compiere degli studi per valutare se, con tali spessori, 
si ha un aumento del campo di applicabilità delle equazioni di Modo III (ipotizzabile osservando 
la Tab.2.5) ed una riduzione del Rounded Notch Stress Intensity Factor di Modo III simmetrico, 
tale da rendere trascurabile il contributo della componente simmetrica rispetto a quella 
antisimmetrica. 
Se si riuscissero a verificare entrambe le condizioni, sarebbe infatti possibile utilizzare 
correttamente le Eq.2.7 anche a distanze pari o superiori a 0.04 mm dall’origine del s.d.r. 
polare utilizzato. 
L’analisi effettuata sui componenti a spessori a 140 mm e 180 mm è comunque identica a 
quella già presentata per le piastre a spessore inferiore, e non sarà riproposta.  
 





Ci limita a presentare i valori dei Rounded Notch Stress Intensity Factors di Modo I, Modo II e 
Modo III (Tab.2.6), il range di applicabilità delle equazioni di Modo III (Tab.2.7), e il confronto 
tra risultati FEM e soluzioni analitiche delle tensioni out-of-plane lungo un path by nodes 
circolare, centrato nell’origine del s.d.r. adottato e con raggio di 0.04 mm, nel piano di 
massima ,02 (Fig.2.17a-b). 
 
Tab.2.6: RNSIFs 37, 347, 357  e 3576  nelle piastre con foro ellittico e spessore 140 mm e 180 mm 
Spessore 
della piastra 
{|7   [}~ ∙ √] {7   [}~ ∙ √] {7    [}~ ∙ √] {7    [}~ ∙ √] 
140 mm 3566.5 3751.4 1604.3 circa 1000 
180 mm 3524.8 3842.7 1670.7 circa 1000 
 
Tab.2.7: Range di applicabilità delle Eq.4.7 per le tensioni di Modo III nelle piastre                                                             
con foro ellittico e spessore 140 mm e 180 mm 
Spessore 
della piastra 
Termine applicabilità (r)    [mm] 
(componente antisimmetrica)    
Termine applicabilità (r)    [mm] 
(componente simmetrica)    
140 mm 0.0400 impossibile da stimare 
180 mm 0.0424 impossibile da stimare 
 
 
Fig.2.17a: Tensioni out-of-plane lungo un path circolare (r=0.04 mm, z=69.82 mm)                                      
nella piastra con foro ellittico e spessore 140 mm 






Fig.2.17b: Tensioni out-of-plane lungo un path circolare (r=0.04 mm, z=89.87 mm)                                      
nella piastra con foro ellittico e spessore 180 mm 
 
Nonostante il campo di applicabilità delle equazioni di Modo III (componente antisimmetrica) 
sia effettivamente aumentato sino ad oltre 0.04 mm, motivo per il quale le equazioni sono 
correttamente applicabili, i valori dei	3576  non sono piccoli a sufficienza da permetterci di 
trascurare la componente simmetrica di Modo III. 
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STUDIO DEI COMPONENTI BIMATERIALE 
 
 
3.1: MODELLAZIONE DEI COMPONENTI BIMATERIALE IN ANSYS 
MULTIPHYSICS 
 
Il terzo capitolo del presente lavoro di tesi è dedicato allo studio di componenti realizzati per 
metà in acciaio e per metà in resina epossidica. Poiché i due materiali sono perfettamente legati 
tra loro, è possibile parlare di componenti bimateriale. 
 Le geometrie studiate includono pacman con Sharp V-Notch a 60°, pacman con Sharp V-Notch a 
90° e piastre quadrate con foro rettangolare, a cui va aggiunto lo studio preliminare di un 
parallelepipedo bimateriale (Fig.3.1): è nota infatti la nascita di campi di tensione singolari anche 
in assenza di intagli, lungo l’interfaccia tra i due materiali. 
 
Fig.3.1: Tipologie di componenti studiati 







Il parallelepipedo è costituito dalla sovrapposizione di due cubi di lato 100 mm, uno in acciaio ed 
uno in resina epossidica. I pacman presentano invece tutti =10 mm, intaglio con 2α=60° o 
2α=90°, e spessori pari a 6, 9 e 12 mm. Le piastre quadrate con foro rettangolare, infine, 
presentano un lato di dimensione 200 mm, un foro di dimensioni 40x20 mm e spessori di 6, 12 e 
24 mm. Sia nei pacman che nelle piastre, l’interfaccia tra i due materiali coincide con la bisettrice 
dell’intaglio. 
La procedura di modellazione è sostanzialmente identica a quella già vista nei capitoli 1 e 2, e 
sarà quindi illustrata molto più rapidamente di quanto fatto in precedenza. Si è infatti dapprima 
creato un modello 2D nel piano XY, quindi lo si è estruso in direzione z. 
Per la creazione del modello bidimensionale è stato utilizzato l’Element Structural Mass Solid 8-
node 183 (o il corrispettivo Thermal Mass Solid 8-node 77), e la procedura ha previsto 
l’inserimento degli opportuni keypoints, la creazione delle linee e delle aree, ed infine 
l’opportuna suddivisione delle linee e la creazione della mesh.  
Ovviamente, quando possibile, si è preferito sfruttare le simmetrie presenti al fine di ridurre il 
numero finale di nodi e quindi il carico computazionale. Per questo motivo il modello 2D del 
parallelepipedo è stato creato per metà, mentre il modello 2D della piastra con foro rettangolare 
è stato creato per ¼ : questa scelta ha ovviamente comportato l’inserimento di opportuni vincoli 
di simmetria, presentati nel successivo paragrafo. 
E’ però molto importante illustrare la particolare mesh creata. A causa della necessità di studiare 
le singolarità dei campi di tensione sia lungo un path by nodes nel piano (in direzione x o parallela 
alla bisettrice dell’intaglio) che in uno fuori dal piano (in direzione z), la mesh presenta più punti 
di infittimento. 
Come visibile in Fig.3.2, la mesh risulta infittita in due punti lungo l’interfaccia acciaio-resina: uno 
all’apice dell’intaglio (o sul fianco del componente) ed uno a distanza 2.5 mm da questo. La mesh, 
come si vedrà in seguito, sarà inoltre infittita anche in direzione dello spessore. 
Per l’infittimento progressivo della mesh sono stati utilizzati dei cerchi concentrici ed 
un’opportuna suddivisione delle linee. La tipologia di mesh utilizzata è stata mapped 3or4 sided 
per tutte le aree, ad esclusione di quelle circolari a raggio inferiore in cui è stato utilizzato il 
comando concentrate KPs e una mesh free, al fine di ottenere uno sviluppo radiale della mesh. 
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Fig.3.2: Modelli 2D (con mesh) utilizzati 
 
Da notare, in Fig.3.2, come in realtà la piastra quadrata con foro rettangolare presenti 
esclusivamente un punto di infittimento nel piano: questa scelta è dovuta al numero di nodi che, 
qualora si fosse realizzata una mesh con due punti di infittimento, sarebbe stato troppo alto in 
rapporto al calcolatore a disposizione. 
Terminata la modellazione 2D, il passaggio al modello 3D è stato ottenuto per semplice 
estrusione (by XYZ offset), utilizzando l’Element Structural Mass Solid 20-node 186 (o il 
corrispettivo Thermal Mass Solid 20-node 90). Anche qui, al fine di ridurre il numero di nodi nel 
modello finale, la profondità di estrusione impostata non è stata quella totale del pezzo, ma la 
metà. A seguito di questa scelta, è stato inserito un ulteriore vincolo di simmetria (vedi paragrafo 
successivo). 
Per completezza sono qui di seguito presentati i parametri impostati per l’estrusione, ovvero i 
valori di Number of Elements Divisions e di Spacing Ratio. Questi hanno permesso l’ottenimento 
di una mesh infittita a sufficienza verso la superficie esterna del componente e, in accoppiata con 
il vincolo di simmetria prima citato, una mesh infittita verso entrambe le superfici esterne. 
 







• Spessore 100 mm: profondità d’estrusione 50 mm, NDIV:35, SPACE:140000  
 
PACMAN CON V-NOTCH: 
• Spessore 6 mm: profondità d’estrusione 3 mm, NDIV:30, SPACE:100000  
• Spessore 9 mm: profondità d’estrusione 4.5 mm, NDIV:30, SPACE:120000  
• Spessore 12 mm: profondità d’estrusione 6 mm, NDIV:35, SPACE:140000  
 
PIASTRA QUADRATA CON FORO RETTANGOLARE: 
• Spessore 6 mm: profondità d’estrusione 3 mm, NDIV:15, SPACE:100  
• Spessore 12 mm: profondità d’estrusione 6 mm, NDIV:22, SPACE:150  
• Spessore 24 mm: profondità d’estrusione 12 mm, NDIV:32, SPACE:250  
 
Ultima operazione, ottenuto il modello 3D finale, è stata l’assegnazione dei materiali agli 
elementi della mesh tridimensionale. In Fig.3.3 sono evidenziate, nei modelli 3D, la frazione del 
componente in acciaio (colore celeste) e quella in resina epossidica (colore viola). 
 
 
Fig.3.3: Modelli 3D (celeste=acciaio, viola=resina epossidica) 
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3.2: IMPOSTAZIONE DELLA SIMULAZIONE E CRITERI DI 
VERIFICA 
 
Prima operazione è stata l’inserimento, all’interno del software, delle proprietà dei due materiali: 
l’acciaio al carbonio AISI 1008 e la resina epossidica (adesivo). I valori inseriti sono qui riportati: 
ACCIAIO AISI 1008: 
• Modulo di Young (E): 206000 MPa 
• Modulo di Poisson (ν): 0.3 
• Conducibilità termica (λ): 65.2 W/m°C 
• Coefficiente di espansione termica (α): 13 ∙ 10   ° 
RESINA EPOSSIDICA: 
• Modulo di Young (E): 3500 MPa 
• Modulo di Poisson (ν): 0.35 
• Conducibilità termica (λ): 0.18 W/m°C 
• Coefficiente di espansione termica (α): 55 ∙ 10   ° 
 
A seguire sono stati inseriti carichi e vincoli, differenti a seconda del componente studiato. 
Per lo studio del parallelepipedo bimateriale, il carico termico imposto è stato una temperatura 
uniforme (T) in tutto il pezzo, pari a -50 °C. Tale carico, applicato a tutti i nodi del modello, può in 
apparenza sembrare piuttosto basso. In realtà, poiché le temperature di lavoro della resina 
epossidica sono comprese tra -50°C e +150°C circa, è evidente come il componente sia sollecitato 
in condizioni limite. 
 
                                                   (, , ) 	= 	−50	°                                                                    (3.1) 
 
Passando ai vincoli utilizzati per lo studio del parallelepipedo, è stato per primo inserito un 
vincolo d’incastro sulle due aree di base, impedendone la traslazione nelle tre direzioni (Fig.3.4).   
 
,(,  , ) 	= 	 ,(,  , ) 	= 	!,(,  , ) 	= 	0                                               
,(, "#, ) 	= 	 ,(, "#, ) 	= 	!,(, "#, ) 	= 	0                                 (3.2) 
 
 







Quindi è stato applicato un vincolo di simmetria su alcune delle aree laterali del parallelepipedo, 
dai lati del componente in cui la mesh è meno fitta (Fig.3.4). Questo vincolo consentirà lo studio 
del componente desiderato, poiché per la realizzazione del modello sono stati sfruttati i suoi due 
piani di simmetria (vedi paragrafo 3.1). 
 
 
Fig.3.4: Vincoli d’incastro e di simmetria applicati al parallelepipedo 
 
Per lo studio dei componenti pacman con Sharp V-Notch, invece, la procedura d’inserimento dei 
carichi e dei vincoli è la stessa già illustrata in dettaglio nel paragrafo 1.2 del presente lavoro di 
tesi, e non sarà pertanto riproposta. E’ però importante specificare come, a causa della presenza 
dell’adesivo epossidico, il flusso termico antisimmetrico (q) utilizzato per l’analisi termica 
preliminare sia stato decisamente inferiore a quello utilizzato nei pacman interamente in acciaio. 
Per questi studi il flusso termico antisimmetrico, applicato ai nodi presenti sulla superficie dei 
pacman (ovvero a r=10 mm), varia da 0.65 $%/$$' a -0.65 $%/$$' al variare di θ, ed è 
costante lungo lo spessore (Fig.3.5). Tali valori del flusso termico comportano infatti, nella resina 
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Fig.3.5: Flusso termico applicato ai pacman bimateriale. Vista 2D e 3D 
 
Infine, anche per lo studio della piastra quadrata con foro rettangolare, la procedura 
d’inserimento dei carichi e dei vincoli è già stata illustrata nel paragrafo 2.2, e non lo sarà 
nuovamente. Unica differenza è la temperatura uniforme (T) utilizzata, in questi studi pari a -50 
°C a causa della presenza dell’adesivo epossidico. 
Conclusa l’impostazione, è stata avviata l’analisi e ottenuta la soluzione.  
Operazione preliminare alla creazione dei path by nodes su cui saranno valutate le tensioni è 
stata la creazione di opportuni sistemi di riferimento locali. Data la richiesta di studiare le tensioni 
all’interfaccia tra i due materiali, lungo la bisettrice dell’intaglio (o comunque in direzione x per il 
parallelepipedo), lungo lo spessore del componente e lungo un percorso circolare, sono stati 
creati due s.d.r. polari locali in ogni geometria.  
Il primo (S.d.r. locale 1, Fig.3.6) presenta l’origine nell’apice dell’intaglio (o sullo spigolo sinistro 
nel caso del parallelepipedo) e il piano rθ coincidente con il piano XY, il secondo (S.d.r. locale 2, 
Fig.3.6) presenta l’origine sulla superficie posteriore del componente e il piano rθ coincidente con 
il piano YZ. 







Fig.3.6: S.d.r. locali utilizzati 
 
Conclusa quest’operazione, è stato possibile passare alla verifica del grado di singolarità delle 
tensioni in-plane ()*, )+, ,-+) e della ,+.. 
Attivato il s.d.r. locale (1), sono stati in primo luogo costruiti due path by nodes in un piano 
distante 0.4 mm circa dalla superficie libera posteriore del componente (dove quindi la mesh è 
più fitta),lungo l’interfaccia tra i due materiali (direzione θ=0): uno sulla superficie dell’acciaio e 
uno sulla superficie della resina epossidica. La necessità di creare e studiare due diversi paths è 
dovuta ai differenti valori assunti dalle )* nei due materiali, diversamente delle altre tensioni 
studiate che invece risulteranno avere stesso valore.  
I valori attesi dei gradi di singolarità delle tensioni in-plane ()*, )+, ,-+) [6,7] e della ,+. [6,7] sono 
illustrati in Tab.3.1, e dipendono da fattori geometrici (presenza/assenza dell’intaglio ed 
eventualmente il suo angolo di apertura 2α) e qualitativi (proprietà elastiche dei materiali 
utilizzati, in questo caso acciaio e resina epossidica). 
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Nessun intaglio 0.304 0.304 0 
60° 0.404 0.367 0.4 
90° 0.427 0.15 0.333 
 
 
Terminata quest’operazione, e attivato il s.d.r. locale (2), sono poi stati costruiti altri due path by 
nodes, questa volta lungo lo spessore del componente (θ=0 nel nuovo s.d.r. adottato) e a 
distanza 2.5 mm dall’apice dell’intaglio (dalla superficie laterale sinistra per il parallelepipedo). 
Anche in questo caso i paths sono due in quanto, a causa dei differenti valori assunti dalle )* nei 
due materiali, si è creato un path sulla superficie dell’acciaio e uno sulla superficie della resina 
epossidica. 
Come già spiegato nel primo paragrafo di questo capitolo, tuttavia, questo studio non è stato 
compiuto sulla piastra con foro rettangolare. 
In questo caso, non avendo nessun intaglio nel piano rθ, ci si aspetta un grado di singolarità pari a 
0.304 per le tensioni in-plane ()*, )+, ,-+) e un valore costante per le ,+., in tutte le geometrie 
studiate. 
Infine, l’ultimo studio ha interessato le tensioni lungo un path by nodes circolare di raggio 0.001 
mm e centrato sull’apice dell’intaglio, in un piano posto a distanza 0.4 mm circa dalla superficie 
libera posteriore del componente. La scelta di un raggio così ridotto è da ricercarsi nella 
disponibilità delle soluzioni in forma chiusa presenti in letteratura: mentre sono note le 
componenti tensionali di Modo I, II e III antisimmetrica, lo stesso non si può dire della 
componente simmetrica di Modo III. Ponendoci molto vicini all’apice dell’intaglio si è quindi 
voluto rendere trascurabile il contributo della componente simmetrica di Modo III, non singolare.  
Utilizzando il s.d.r. locale (1), è stato quindi costruito il path by nodes circolare prima descritto e 
sono stati confrontati i risultati ottenuti al FEM con quelli forniti dalle equazioni di Zappalorto & 
Carraro [6], qui di seguito illustrate. Da specificare come le equazioni, nate per lo studio di 
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;9H(<) ∙ $'/0(9) ∙ ?CD(1 − @(<))A'(9)FI 
 
)J! = 3K√'6 ∙ 7K ∙ (8G(9))7K ∙ 2:LG(9) ∙ =>?(1 − @G)AG(9) + LG'(9) ∙ ?CD(1 − @G)AG(9)F +
;9M ∙ :LG'(9) ∙ =>?(1 − @G)AG(9) − LG(9) ∙ ?CD(1 − @G)AG(9)FI 
 
)*! = - 3K√'6 ∙ 7K ∙ (8G(9))7K ∙ 2:NG(9) ∙ =>?(1 − @G)AG(9) + NG'(9) ∙ ?CD(1 − @G)AG(9)F +
;9M ∙ :NG'(9) ∙ =>?(1 − @G)AG(9) − NG(9) ∙ ?CD(1 − @G)AG(9)FI 
                                                                                                                                                       (3.3) 
 
dove: 
t,s = r,θ 
k = indice del materiale 1 (acciaio) e del materiale 2 (resina) 
j = indice dei primi due termini singolari (in-plane) 
O,	O', OG = Generalized Stress Intensity Factors 
@, @', @G = autovalori del problema elastico, vedi Tab.3.2 
8"(9) = P(=>?A + Q<(9) ∙ ?CDA)' + (R<(9) ∙ ?CDA)' 
8G(9) = P(=>?A + QG(9) ∙ ?CDA)' + (RG(9) ∙ ?CDA)' 
A"(9) = Arg	(=>?A + Q<(9) ∙ ?CDA + CR<(9) ∙ ?CDA) 
AG(9) = Arg	(=>?A + QG(9) ∙ ?CDA + CRG(9) ∙ ?CDA) 
$<**(9)  = (?CDA − Q<(9) ∙ =>?A)' − (R<(9) ∙ =>?A)' 
$<'**(9)  = 2 ∙ R<(9) ∙ =>?A ∙ (Q<(9) ∙ =>?A − ?CDA) 
$<JJ(9)  = (=>?A + Q<(9) ∙ ?CDA)' − (R<(9) ∙ ?CDA)' 
$<'JJ(9)  = 2 ∙ R<(9) ∙ ?CDA ∙ (Q<(9) ∙ ?CDA + =>?A) 
$<*J(9)  = ' ∙ ?CD2A ∙ T1 − (Q<(9))' + (R<(9))'U − Q<(9) ∙ =>?A 
$<'*J(9)  = −R<(9) ∙ =>?2A − Q<(9) ∙ R<(9) ∙ ?CD2A 
LG(9)	= =>?A + QG(9) ∙ ?CDA 
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LG'(9) = RG(9) ∙ ?CDA 
NG(9)	= −?CDA + QG(9) ∙ =>?A 
NG'(9) = RG(9) ∙ =>?A 
;9,"#(<) , ;9M = parametri del campo di tensione, vedi Tab.3.2 
Q<(9), R<(9), QG(9), RG(9) = parametri del campo di tensione, vedi Tab.3.2 
 
Tab.3.2: Valori delle costanti e degli esponenti in funzione dell’angolo dell’intaglio 
 
2α = 60° 2α =90° 
Acciaio  Resina epossidica Acciaio Resina epossidica 
V − WV 0.404174 0.404174 0.427401 0.427401 
V − WX 0.366507 0.366507 0.150288 0. 150288 
YV 0 0 0 0 
YX 0 0 0 0 
ZV 0.999635 0.994769 0.999635 0.994769 
ZX 1.00037 1.00529 1.00037 1.00529 
[\V(V) 1495.58 74.2435 1255.39 73.9497 
[\X(V) -1295.88 -38.3269 -368.253 -8.20763 
[\](V) -1494.58 -73.2435 -1254.39 -72.9497 
[\^(V) 1295.47 38.4611 368.097 8.2342 
[\V(X) 1498.28 74.2468 1303.27 74.0083 
[\X(X) -1894.41 -54.344 -5754.68 -69.8087 
[\](X) -1497.28 -73.2468 -1302.27 -73.0083 
[\V^(X)  1295.47 54.5294 5751.4 69.99 
V − W] 0.4 0.4 0.333333 0.333333 
Y] 0 0 0 0 
Z] 1 1 1 1 











3.3: ANALISI DEI RISULTATI FEM 
 
In questo paragrafo sono illustrati i risultati ottenuti durante lo studio delle dieci geometrie prima 
presentate. 
Un sottoparagrafo è dedicato ad ogni tipologia di componente, in cui sono presentate le tensioni 
(in-plane ed out-of-plane) valutate lungo l’interfaccia tra i due materiali, in due diverse direzioni 
ortogonali tra loro, e lungo un percorso circolare centrato all’apice dell’intaglio. 
 
 
3.3.1: PARALLELEPIPEDO BIMATERIALE 
 
Primo risultato verificato, nello studio del parallelepipedo, è stato il grado di singolarità delle 
tensioni in-plane ()*, )+, ,-+) e della ,+., individuate lungo due path by nodes posti all’interfaccia 
tra i due materiali (θ=0 rispetto al s.d.r. locale 1) ed a distanza 0.4 mm dalla superficie posteriore 
del parallelepipedo. I paths sono due poiché, come spiegato in precedenza, le tensioni sono state 
valutate sia sulla superficie dell’acciaio, sia su quella della resina epossidica (Fig.3.7). 
 
Fig.3.7: Tensioni in-plane ed out-of-plane lungo l’interfaccia acciaio-resina epossidica                                                       
(θ=0°, s.d.r. locale 1) nel parallelepipedo. Tensioni normalizzate assumendo )+(0)=1 
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E’ possibile notare come la pendenza dei campi di tensione sia perfettamente in accordo con la 
teoria. Inoltre, mentre le )+, ,-+ e ,+. assumono correttamente valori identici nei due materiali, 
le )* risultano molto più alte nell’acciaio. 
La seconda verifica ha interessato il grado di singolarità delle tensioni in-plane ()*, )+, ,-+) e della 
,+., valutate su due path by nodes posti lungo lo spessore del componente, all’interfaccia tra i 
due materiali (θ=0 rispetto al s.d.r. locale 2) ed a distanza di 2.5 mm dall’area laterale sinistra del 
componente. In Fig.3.8 sono illustrati contemporaneamente i risultati del path creato sulla 
superficie dell’acciaio e della resina epossidica. 




Fig.3.8: Tensioni in-plane ed out-of-plane lungo l’interfaccia acciaio-resina epossidica                                                     
(θ=0°, s.d.r. locale 2) nel parallelepipedo. Tensioni normalizzate assumendo )+(0)=1 
 
Anche in questo caso le pendenze dei campi di tensione sono corrette, anche se si può 
evidenziare un apparente minor campo di singolarità delle tensioni, in particolare nelle )+. 
Questo fenomeno è tuttavia dovuto esclusivamente alla tipologia di mesh utilizzata, di gran lunga 
meno fitta in direzione dello spessore se confrontata con quella nel piano. 






Questa scelta, dovuta alla necessità di limitare il numero di nodi nel modello a causa 
dell’hardware utilizzato, in spessori così ampi comporta sempre un apparente ridotto campo di 
singolarità delle tensioni. 
 
 
3.3.2: PACMAN CON SHARP V-NOTCH A 60° BIMATERIALE 
 
Anche nei pacman con Sharp V-Notch a 60° la prima verifica effettuata è stata quella riguardante 
il grado di singolarità delle tensioni in-plane ()*, )+, ,-+) e della ,+., individuate lungo due path 
by nodes creati sulla bisettrice dell’intaglio ed a 0.4 mm di distanza dall’area circolare posteriore. 
Per la visualizzazione dei risultati è stato utilizzato il s.d.r. locale (1), ed in Fig.3.9a-c sono 
presentati i risultati dei paths creati sulla superficie dell’acciaio e della resina epossidica, per 
spessori di 6, 9 e 12 mm. 
 
 
Fig.3.9a: Tensioni in-plane ed out-of-plane lungo l’interfaccia acciaio-resina epossidica (θ=0°, s.d.r. locale 1)                                             
nel pacman con 2α=60°, spessore 6 mm. Tensioni normalizzate assumendo )+(0)=1 
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Fig.3.9b: Tensioni in-plane ed out-of-plane lungo l’interfaccia acciaio-resina epossidica (θ=0°, s.d.r. locale 1)                                 
nel pacman con 2α=60°, spessore 9 mm. Tensioni normalizzate assumendo )+(0)=1 
 
Fig.3.9c: Tensioni in-plane ed out-of-plane lungo l’interfaccia acciaio-resina epossidica (θ=0°, s.d.r. locale 1)                                 
nel pacman con 2α=60°, spessore 12 mm. Tensioni normalizzate assumendo )+(0)=1 






In questi componenti la pendenza dei campi di tensione, pari a -0.404 per le tensioni in-plane e -
0.4 per la ,+., risulta in accordo con la teoria. In realtà è possibile notare come il tratto lineare 
delle ,-+ sia piuttosto breve, indipendentemente dallo spessore del pacman. Tale caratteristica è 
stata accertata anche con altri studi effettuati su componenti a diverso spessore e con mesh 
molto più fitta, qui non riportati per brevità. 
Sarebbe stato utile ripetere gli studi utilizzando carichi termici differenti, in modo da valutare la 
variazione del tratto lineare delle tensioni. Tuttavia non ci si è soffermati su quest’aspetto, poiché 
esula dall’obiettivo della tesi. 
In questi grafici si può poi vedere come la )* assuma valori differenti nei due materiali: maggiori 
nell’acciaio e minori nella resina epossidica.  
Quindi si è passati allo studio delle tensioni lungo lo spessore del componente. Attivato ora il 
s.d.r. locale (2), sono stati studiati i campi di tensione a distanza 2.5 mm dall’apice dell’intaglio, 
lungo l’interfaccia tra i due materiali. In Fig.3.10a-c sono presentati rispettivamente i risultati dei 
paths creati sulla superficie dell’acciaio e della resina epossidica, per spessori di 6, 9 e 12 mm. 
 
 
Fig.3.10a:Tensioni in-plane ed out-of-plane lungo l’interfaccia acciaio-resina epossidica (θ=0°, s.d.r.locale 2)                                             
nel pacman con 2α=60°, spessore 6 mm. Tensioni normalizzate assumendo )+(0)=1 
CAPITOLO 3: STUDIO DEI COMPONENTI BIMATERIALE 
_______________________________________________________________________ 
_______________________________________________________________________ 
   121 
 
 
Fig.3.10b:Tensioni in-plane ed out-of-plane lungo l’interfaccia acciaio-resina epossidica (θ=0°, s.d.r.locale 2)                                 
nel pacman con 2α=60°, spessore 9 mm. Tensioni normalizzate assumendo )+(0)=1 
 
Fig.3.10c:Tensioni in-plane ed out-of-plane lungo l’interfaccia acciaio-resina epossidica (θ=0°, s.d.r. locale 2)                                
nel pacman con 2α=60°, spessore 12 mm. Tensioni normalizzate assumendo )+(0)=1 






Anche lungo questi paths la pendenza dei campi di tensione è risultata corretta, e pari a -0.304 
per le tensioni in-plane e nulla per la ,+..  
L’ultima verifica ha riguardato l’andamento delle tensioni in-plane ()*, )+, ,-+) e out-of-plane 
(,-., ,+.) lungo un path by nodes circolare, di raggio 0.001 mm e centrato nell’apice dell’intaglio, 
in un piano posto a 0.4 mm dall’area posteriore. Anche in questo caso si è utilizzato il s.d.r. locale 
(1), ed i risultati sono presentati in Fig.3.11a-c. 
 
 
Fig.3.11a: Tensioni lungo un path circolare (r=0.001 mm, z=0.4 mm) nel pacman con Sharp V-Notch a 60° e spessore 6 mm 
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Fig.3.11b: Tensioni lungo un path circolare (r=0.001 mm, z=0.4 mm) nel pacman con Sharp V-Notch a 60° e spessore 9 mm 
 
Fig.3.11c: Tensioni lungo un path circolare (r=0.001 mm, z=0.4 mm) nel pacman con Sharp V-Notch a 60° e spessore 12 mm 







I risultati FEM risultano ben sovrapposti alle curve delle soluzioni analitiche, anche se non 
perfettamente. Il problema è da ricercarsi nella componente simmetrica di Modo III, per la quale 
non sono attualmente disponibili soluzioni in forma chiusa. 
E’ inoltre evidenziabile un aumento del valore assunto dalle tensioni out-of-plane (indotte) 
all’aumentare dello spessore, a differenza delle tensioni in-plane, circa costanti. Tale fenomeno è 
meglio visibile in Tab.3.3, in cui sono riportati i valori dei Generalized Stress Intensity Factors 
(O, O',OG) al variare dello spessore del componente. 
 
Tab.3.3: GSIFs O, O' e OG nei pacman con V-Notch a 60° 
Spessore del pacman `V   [abc ∙ de.^e^] `X   [abc ∙ de.]gg] `]   [abc ∙ de.^] 
6 mm 79 -47 -9 
9 mm 85 -51 -12 




3.3.3: PACMAN CON SHARP V-NOTCH A 90° BIMATERIALE 
 
Anche per i pacman con Sharp V-Notch a 90° lo studio ha inizialmente interessato la verifica del 
grado di singolarità delle tensioni in-plane ()*, )+, ,-+) e della ,+., lungo due path by nodes creati 
sulla bisettrice dell’intaglio (quindi lungo l’interfaccia tra i due materiali) ed a 0.4 mm dall’area 
circolare posteriore.  
Il s.d.r. utilizzato è il locale (1), mentre in Fig.3.12a-c sono presentati i risultati dei paths creati 
sulla superficie dell’acciaio e della resina epossidica, per spessori di 6, 9 e 12 mm. 
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Fig.3.12a:Tensioni in-plane ed out-of-plane lungo l’interfaccia acciaio-resina epossidica (θ=0°, s.d.r.locale 1)                                 
nel pacman con 2α=90°, spessore 6 mm. Tensioni normalizzate assumendo )+(0)=1 
 
Fig.3.12b:Tensioni in-plane ed out-of-plane lungo l’interfaccia acciaio-resina epossidica (θ=0°, s.d.r.locale 1)                                 
nel pacman con 2α=90°, spessore 9 mm. Tensioni normalizzate assumendo )+(0)=1 








Fig.3.12c:Tensioni in-plane ed out-of-plane lungo l’interfaccia acciaio-resina epossidica (θ=0°, s.d.r. locale 1)                                             
nel pacman con 2α=90°, spessore 12 mm. Tensioni normalizzate assumendo )+(0)=1 
 
Anche in questi pacman la pendenza dei campi di tensione, pari a -0.427 per le tensioni in-plane e 
-0.333 per la ,+., risulta in accordo con la teoria. Inoltre, come ovvio, la )* assume valori 
differenti nei due materiali (maggiori nell’acciaio), a differenza delle altre tensioni. 
Dopo questa verifica, sono state studiate le tensioni lungo lo spessore del componente, 
all’interfaccia tra i due materiali ed a distanza 2.5 mm dall’apice dell’intaglio. Il s.d.r. utilizzato è 
questa volta il locale (2), mentre in Fig.3.13a-c sono presentati i risultati dei paths creati sulla 
superficie dell’acciaio e della resina epossidica, per spessori di 6, 9 e 12 mm. 
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Fig.3.13a:Tensioni in-plane ed out-of-plane lungo l’interfaccia acciaio-resina epossidica (θ=0°, s.d.r.locale 2)                                 
nel pacman con 2α=90°, spessore 6 mm. Tensioni normalizzate assumendo )+(0)=1 
 
Fig.3.13b:Tensioni in-plane ed out-of-plane lungo l’interfaccia acciaio-resina epossidica (θ=0°, s.d.r.locale 2)                                 
nel pacman con 2α=90°, spessore 9 mm. Tensioni normalizzate assumendo )+(0)=1 








Fig.3.13c:Tensioni in-plane ed out-of-plane lungo l’interfaccia acciaio-resina epossidica (θ=0°, s.d.r. locale 2)                                             
nel pacman con 2α=90°, spessore 12 mm. Tensioni normalizzate assumendo )+(0)=1 
 
Il risultato anche in questo caso non cambia. La pendenza dei campi di tensione è esatta, e pari a 
-0.304 per le tensioni in-plane e nulla per la ,+.. Le tensioni sono poi tutte identiche su i due lati 
dell’interfaccia, a differenza della )*. 
Infine, l’andamento delle tensioni in-plane ()*, )+, ,-+) e out-of-plane (,-., ,+.) è stato studiato 
lungo un path by nodes circolare, di raggio 0.001 mm e centrato nell’apice dell’intaglio, in un 
piano posto a 0.4 mm dall’area posteriore. Utilizzato come ovvio il s.d.r. locale (1), i risultati sono 
riportati in Fig.3.14a-c. 
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Fig.3.14a: Tensioni lungo un path circolare (r=0.001 mm, z=0.4 mm)  nel pacman con Sharp V-Notch a 90° e spessore 6 mm 
 
Fig.3.14b: Tensioni lungo un path circolare (r=0.001 mm, z=0.4 mm) nel pacman con Sharp V-Notch a 90° e spessore 9 mm.  







Fig.3.14c: Tensioni lungo un path circolare (r=0.001 mm, z=0.4 mm)  nel pacman con Sharp V-Notch a 90° e spessore 12 mm 
 
In questi componenti, le curve delle soluzioni analitiche coincidono perfettamente ai risultati 
dell’analisi FEM. E’ poi evidente un aumento del valore assunto dalle tensioni out-of-plane 
(indotte) all’aumentare dello spessore del componente, non riscontrato nelle tensioni in-plane, 
circa costanti al variare dello spessore. Tale fenomeno è più palese osservando la Tab.3.4, in cui 
sono riportati i valori dei Generalized Stress Intensity Factors (O, O',OG) al variare dello spessore 
del componente. 
 
Tab.3.4: GSIFs O, O' e OG nei pacman con V-Notch a 90° 
Spessore del pacman `V   [abc ∙ de.^Xh] `X   [abc ∙ de.V_] `]   [abc ∙ de.]]]] 
6 mm 35 -2 -9.5 
9 mm 38 -2 -13 
12 mm 41 -2 -16.5 
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3.3.4: PIASTRA QUADRATA CON FORO RETTANGOLARE 
BIMATERIALE 
 
Ultimi componenti bimateriale studiati sono stati le piastre quadrate con foro rettangolare. 
Creati gli ormai consueti paths by nodes lungo la bisettrice dell’intaglio (θ=0 utilizzando il s.d.r. 
locale 1), a distanza 0.4 mm dalla superficie posteriore, sono stati studiati i gradi di singolarità 
delle tensioni all’interfaccia. 
In Fig.3.15a-c sono presentati i risultati dei paths creati sulla superficie dell’acciaio e della resina 
epossidica, per spessori di 6, 12 e 24 mm. 
 
 
Fig.3.15a:Tensioni in-plane ed out-of-plane lungo l’interfaccia acciaio-resina epossidica (θ=0°, s.d.r.locale 1)                                 
nella piastra con foro rettangolare, spessore 6 mm. Tensioni normalizzate assumendo )+(0)=1 







Fig.3.15b:Tensioni in-plane ed out-of-plane lungo l’interfaccia acciaio-resina epossidica (θ=0°, s.d.r.locale 1)                                             
nella piastra con foro rettangolare, spessore 12 mm. Tensioni normalizzate assumendo )+(0)=1 
 
Fig.3.15c:Tensioni in-plane ed out-of-plane lungo l’interfaccia acciaio-resina epossidica (θ=0°, s.d.r. locale 1)                                             
nella piastra con foro rettangolare, spessore 24 mm. Tensioni normalizzate assumendo )+(0)=1 
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Anche nelle piastre quadrate con foro rettangolare è riscontrata una pendenza dei campi di 
tensione pari a -0.427 per le tensioni in-plane e -0.333 per la ,+., in perfetto accordo con la 
teoria.  E’ tuttavia palese un minor campo di singolarità delle ,-+ rispetto a quello delle altre 
tensioni. 
E’ inoltre, nei casi presentati, possibile osservare una seconda singolarità nelle )*,	)J	e	,-+, cui 
corrisponde un grado di singolarità pari a 0.15, anche questo in perfetto accordo con la teoria. 
Infine è sempre evidente come la )* assuma valori differenti nei due materiali: maggiori 
nell’acciaio e minori nella resina epossidica. 
Per concludere, è stato studiato l’andamento delle tensioni in-plane ()*, )+, ,-+) e out-of-plane 
(,-., ,+.) lungo un path by nodes circolare, di raggio 0.001 mm e centrato nell’apice dell’intaglio, 
in un piano posto a 0.4 mm dall’area posteriore. Il s.d.r. utilizzato è il locale (1), ed i risultati sono 
riportati in Fig.3.16a-c. 
 
 
Fig.3.16a: Tensioni lungo un path circolare (r=0.001 mm, z=0.4 mm) nella piastra con foro rettangolare e spessore 6 mm 
 







Fig.3.16b: Tensioni lungo un path circolare (r=0.001 mm, z=0.4 mm) nella piastra con foro rettangolare e spessore 12 mm.  
 
Fig.3.16c: Tensioni lungo un path circolare (r=0.001 mm, z=0.4 mm) nella piastra con foro rettangolare e spessore 24 mm 
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Soluzioni analitiche e risultati dell’analisi FEM anche in questo caso coincidono perfettamente. E’ 
poi evidente l’ormai consueto aumento del valore assunto dalle tensioni out-of-plane (indotte) 
all’aumentare dello spessore del componente, non presente in maniera evidente nelle tensioni 
in-plane, circa costanti al variare dello spessore. Osservando la Tab.3.5, in cui sono riportati i 
valori de Generalized Stress Intensity Factors (O, O',OG) al variare dello spessore del componente, 
è possibile avere conferma di tale fenomeno. 
 
Tab.3.5: GSIFs O, O' e OG nelle piastre con foro rettangolare 
Spessore della piastra `V   [abc ∙ de.^Xh] `X   [abc ∙ de.V_] `]   [abc ∙ de.]]]] 
6 mm 56 -1 -32 
12 mm 65 -1 -44 















STUDIO DI PIASTRE INTAGLIATE O 
FORATE IN CAMPO ELASTOPLASTICO 
 
 
4.1: MODELLAZIONE DELLE PIASTRE IN ANSYS MULTIPHYSICS 
 
Due tipologie di piastre sono state studiate, in campo elastoplastico, nel quarto ed ultimo 
capitolo di questa tesi. 
Le prime sono piastre rettangolari con Sharp V-Notch a 90°, di dimensioni 78x30 mm e intaglio di 
profondità 7 mm (Fig.4.1a), le seconde sono piastre quadrate con foro rettangolare, identiche a 
quelle già vista nei precedenti capitoli, di lato 200 mm e foro di dimensioni 40x20mm (Fig.4.1b).  
Gli spessori scelti per lo studio sono stati 6,9 e 12 mm per le piastre con Sharp V-Notch e 9,12 e 
15 mm per le piastre con foro rettangolare.  
 
 
Fig.4.1a: Piastra rettangolare con Sharp V-Notch a 90° 






Fig.4.1b: Piastra quadrata con foro rettangolare, modellata solo per ¼ 
 
Per ognuno dei sei modelli utilizzati in questo capitolo, la procedura di modellazione è stata 
perfettamente identica a quella illustrata per lo studio delle piastre in campo elastico, e pertanto 
non sarà riproposta.  
Si è infatti sempre partiti da un modello 2D, realizzato utilizzando l’Element Structural Mass Solid 
8-node 183, poi estruso utilizzando l’Element Structural Mass Solid 20-node 186, ed in entrambe 
le tipologie di piastra si è realizzata una mesh infittita verso la zona d’interesse, cioè l’apice 
dell’intaglio o lo spigolo del foro rettangolare. 
Tuttavia, in questi modelli, è stata realizzata una mesh molto meno fitta, sia nel modello 2D di 
partenza che nel modello 3D finale, rispetto quella utilizzata per gli studi di piastre in campo 
elastico (Fig.4.2). Il motivo è da ricercarsi nella volontà di accorciare i lunghissimi tempi di analisi, 
notevolmente maggiori di quelli delle analisi in campo puramente elastico. 
 
 
Fig.4.2: Confronto mesh utilizzate per le analisi in campo elastico ed elastoplastico 





Sono comunque, qui a seguire, riportati i parametri utilizzati per l’estrusione, ovvero i valori di 
Number of Elements Divisions e di Spacing Ratio. E’ possibile notare come, per le piastre 
intagliate, il valore di Spacing Ratio utilizzato sia stato 1, in quanto necessario per applicare 
correttamente il carico (distribuito uniformemente su tutti i nodi dello spigolo, vedi paragrafo 
4.2). Inoltre, in queste piastre, la profondità di estrusione scelta è stata quella totale del pezzo, 
per problemi di convergenza sorti utilizzando uno spessore dimezzato in accoppiata con il vincolo 
di antimetria. 
Viceversa, nelle piastre con foro rettangolare, al fine di ridurre i nodi totali e quindi il carico 
computazionale, è stato possibile dimezzare la profondità di estrusione ed utilizzare un 
appropriato vincolo di simmetria. 
 
PIASTRA RETTANGOLARE CON SHARP V-NOTCH: 
• Spessore 6 mm: profondità d’estrusione 6 mm, NDIV:12, SPACE:1 
• Spessore 9 mm: profondità d’estrusione 9 mm, NDIV:14, SPACE:1 
• Spessore 12 mm: profondità d’estrusione 12 mm, NDIV:16, SPACE:1 
 
PIASTRA QUADRATA CON FORO RETTANGOLARE: 
• Spessore 9 mm: profondità d’estrusione 4,5 mm, NDIV:14, SPACE:80 
• Spessore 12 mm: profondità d’estrusione 6 mm, NDIV:16, SPACE:100 



















4.2: IMPOSTAZIONE DELLA SIMULAZIONE E CRITERI DI 
VERIFICA 
 
Prima operazione svolta è stata l’inserimento delle proprietà del materiale, l’acciaio al carbonio 
AISI 1045, all’interno del software. Caratteristica di queste analisi è il comportamento 
elastoplastico del metallo per cui, oltre a modulo di Young, modulo di Poisson, conducibilità 
termica e coefficiente di espansione termica, è stato necessario modellare la curva di Ramberg-
Osgood del materiale (Fig.4.3). 
La modellazione è avvenuta facilmente inserendo cento punti della curva nel software, all’interno 
del campo Multilinear Isotropic Hardening presente nelle proprietà del materiale: in questo 
modo la curva è stata approssimata con cento tratti lineari molto brevi. 
Le proprietà del materiale scelto sono qui di seguito presentate: 
 
• Modulo di Young (E): 206000 MPa 
• Modulo di Poisson (ν): 0.3 
• Coefficiente di resistenza (K): 950 MPa 
• Coefficiente d’incrudimento (n): 8.33 
• Tensione di snervamento (): 450 MPa 
• Conducibilità termica (λ): 62 W/m°C 
• Coefficiente di espansione termica (α): 12 ∙ 10




Fig.4.3: Curva di Ramberg-Osgood dell’acciaio AISI 1045 





Passando ai carichi e vincoli utilizzati, è necessario fare distinzione tra le due tipologie di piastre 
studiate, in quanto sollecitate in maniera completamente differente. 
Nelle piastre rettangolari con Sharp V-Notch a 90°, l’unico vincolo è stato applicato alla superficie 
superiore del pezzo ed ha impedito la traslazione nelle tre direzioni (vincolo d’incastro, Fig.4.4). 
 
              , , ) 	 	,  , ) 	 	,  , ) 	 	0                                     (4.1) 
 
Il carico inserito è stato invece di tipo esclusivamente meccanico, e costituito da una coppia di 
forze (vedi Fig.4.4) tali da portare in campo plastico il materiale all’apice dell’intaglio. Le forze 
scelte assumono, comunque, valori differenti nei tre spessori studiati e pari a 5000 N nella 
piastra da 6 mm, 10000 N nella piastra da 9 mm e 15000 N nella piastra da 12 mm. 
 
Fig.4.4: Vincoli e carichi applicati alla piastra con Sharp V-Notch a 90° 
 
Nelle piastre quadrate con foro rettangolare, invece, vincoli e carichi sono gli stessi già presentati 
nel capitolo 2 del presente lavoro di tesi. Avendo modellato solo ¼ della geometria, sono stati 
inseriti dapprima i necessari vincoli di simmetria sulle aree laterali di sinistra e di base inferiori. 
Quindi, sempre un vincolo di simmetria è stato applicato sulla superficie anteriore di tutte le 
piastre, dal lato cioè in cui la mesh è meno fitta (Fig.4.5). A seguire, sono state  vincolate le aree 
di base superiori del modello, impedendone la traslazione nelle tre direzioni (vincolo d’incastro, 
Fig.4.5). 





              , , ) 	 	,  , ) 	 	,  , ) 	 	0                                      (4.2) 
 
Infine è stato inserito il carico, qui di tipo termico: una temperatura uniforme (T) in tutto il pezzo, 
pari a -300 °C ed applicata a tutti i nodi del componente. 
 
                                                         , , ) 	 	300	°                                                       (4.3) 
 
 
Fig.4.5: Vincoli d’incastro e di simmetria applicati alla piastra con foro rettangolare 
 
Conclusa l’impostazione della simulazione, prima di avviare l’analisi è stato inoltre necessario 
scegliere dei parametri per il solver tali da consentire la convergenza della soluzione in tempi 
ragionevoli. Qui di seguito i valori utilizzati nelle sei analisi effettuate: 
 
• Analysis Options: Small Displacement Static 
• Time at end of loadstep: 1 
• Automatic time stepping: ON 
• Number of Substeps: 5 -:- 8 
• Max no. of Substeps: 50 -:- 80 
• Min no. of Substeps: 1 
 





Avviata l’analisi ed ottenuta la soluzione, prima di passare allo studio dei campi di tensione, è 
stato come sempre necessario definire dei sistemi di riferimento locali (in questi studi cartesiani) 
da utilizzare con le relazioni analitiche presenti in letteratura. 
In entrambi i casi, i s.d.r. locali sono centrati all’apice dell’intaglio e presentano la direzione x 
coincidente con la bisettrice dello stesso (Fig.4.6).  
 
 
Fig.4.6: S.d.r. locali cartesiani utilizzati 
 
Attivato quindi il s.d.r. locale, la prima verifica ha interessato le tensioni in-plane (,  , !" ) ed 
out-of-plane (!"#, ! #) lungo lo spessore del componente. Per quest’operazione è stato creato un 
path by nodes lungo lo spessore della piastra, quindi in direzione z, posto sulla bisettrice 
dell’intaglio (y=0) ed a distanza dall’apice pari a x=0.01 mm.  
A causa del carico imposto, le piastre con Sharp V-Notch a 90° saranno soggette esclusivamente a 
Modo III e Modo II (indotto). Ci si aspetta quindi un valore costante per le ! #, perlomeno in un 
ampio tratto centrale, ed un andamento lineare al variare della profondità per le !"  [1]. Le altre 
tensioni dovranno invece risultare nulle. 





Le piastre con foro rettangolare, viceversa, saranno soggette contemporaneamente a Modo I, 
Modo II e Modo III (indotto). In questo caso dovranno pertanto essere le tensioni in-plane (, 
 ,!" ) a presentare un andamento costante al variare della profondità, al contrario delle 
tensioni out-of-plane (!"#,	! #), che dovranno risultare linearmente variabili con lo spessore [1]. 
Terminato questo studio, è stata poi valutata la pendenza dei campi di tensione lungo la 
bisettrice dell’intaglio, in un piano interno ai componenti. Tale piano è collocato a 1.5 mm dalla 
superficie libera per le piastre con Sharp V-Notch a 90°, e coincide con il piano di massima ! # per 
le piastre con foro rettangolare. 
Collocatici nel suddetto piano e costruito il path by nodes lungo la bisettrice dell’intaglio, per i 
nodi del path sono state plottate le tensioni ,  , !"  e ! #: di queste è stata verificata la 
pendenza dei campi di tensione all’apice dell’intaglio, che dovrà risultare identica a quella 
individuata da Lazzarin, Zappalorto e Berto [8] in una piastra con foro quadrato soggetta a 
trazione. I gradi di singolarità attesi, per un componente in acciaio AISI 1045 e con Sharp V-Notch 
a 90°, sono presentati in Tab.4.1.  
 










Quindi, l’ultima verifica ha riguardato l’andamento dei campi di tensione lungo un percorso 
circolare centrato all’apice dell’intaglio. E’ a questo punto importante specificare come, 
attualmente, siano disponibili soluzioni in forma chiusa esclusivamente per la componente di 
Modo III antisimmetrica, per cui ci si è limitati a verificare questa componente tensionale. 
La verifica è stata quindi effettuata solo sulle piastre con Sharp V-Notch soggette a torsione, in cui 
è presente solamente la componente antisimmetrica di Modo III, e non nelle piastre con foro 
rettangolare, in cui sono presenti contemporaneamente componente antisimmetrica e 
simmetrica di Modo III. 
Creato quindi un path by nodes circolare, centrato all’apice dell’intaglio e con raggio pari a r=0.01 
mm, sono state plottate le tensioni out-of-plane (!"#, ! #), se n’è tracciato l’andamento al variare 





di θ e lo si è confrontato con quello fornito dalle espressioni di Lazzarin e Zappalorto [8] per 
Sharp V-Notch a 2α=90° in campo plastico.  
Le equazioni sono qui illustrate: 
 




678 ∙ 9:;<=   
 




678 ∙ ;>?<=                                              (4.4) 
 
dove: 
@A,B = plastic notch stress intensity factor di Modo III  
           (componente antisimmetrica) = √2C ∙ lim4→H I
6







φQ = angolo nel piano odografico = RI9SR? T UVWUXWY 
Z3  = funzione ausiliaria = [9:;/\<= 	+	OLL ∙ ;>?/\<=  
Ω = 00	
	/_ 













4.3: ANALISI DEI RISULTATI FEM 
 
In questo paragrafo sono illustrati i risultati ottenuti durante lo studio delle sei geometrie. 
Un sottoparagrafo è dedicato ad ogni tipologia di piastra, in cui sono presentate dapprima le 
tensioni (in-plane ed out-of-plane) lungo lo spessore del componente, quindi le stesse lungo la 
bisettrice dell’intaglio, ed infine, solo per le piastre soggette a torsione, le tensioni out-of-plane 
lungo un percorso circolare. 
 
 
4.3.1: PIASTRA RETTANGOLARE CON SHARP V-NOTCH A 90° 
 
La prima verifica ha interessato l’andamento delle tensioni in-plane (,  , !" ) ed out-of-plane 
(!"#, ! #) lungo lo spessore della piastra. Per l’operazione, è stato creato un path by nodes in 
direzione dello spessore, posto sulla bisettrice dell’intaglio (y=0) e distante 0.01 mm dall’apice 
dello stesso. 
I risultati sono presentati in Fig.4.7a-c. 
 
 
Fig.4.7a: Tensioni in-plane ed out-of-plane lungo lo spessore del componente                                                       
(x=0.01 mm, y=0) nella piastra con Sharp V-Notch a 90° e spessore 6 mm 
 






Fig.4.7b: Tensioni in-plane ed out-of-plane lungo lo spessore del componente                                                       
(x=0.01 mm, y=0) nella piastra con Sharp V-Notch a 90° e spessore 9 mm 
 
 
Fig.4.7c: Tensioni in-plane ed out-of-plane lungo lo spessore del componente                                                       
(x=0.01 mm, y=0) nella piastra con Sharp V-Notch a 90° e spessore 12 mm 
 
Numerosi risultati emergono da questi grafici. Il primo riguarda le tensioni ,   e !"#, le quali 
sono correttamente nulle, a conferma di come la sollecitazione sia di esclusivo Modo III, con 
Modo II indotto. 
Inoltre la !"  risulta correttamente linearmente variabile lungo lo spessore, in un ampio tratto 
centrale. Discorso differente per la ! #, la quale anziché risultare costante come ipotizzato, 
presenta un andamento parabolico, tanto più accentuato al ridursi dello spessore. 
La causa può verosimilmente essere dovuta all’entrata in campo plastico del materiale. Pertanto, 
a verifica di quanto affermato, è stato definito un secondo path by nodes lungo lo spessore, a 





distanza questa volta di 0.1 mm dall’apice dell’intaglio. A tali distanze le tensioni dovrebbero 
essere sufficientemente basse da mantenere il materiale in campo elastico.  
I risultati, ottenuti sulle piastre a 9 e 12 mm di spessore (nella piastra a 6 mm di spessore il 
materiale era evidentemente ancora in campo plastico per tali distanze dall’apice dell’intaglio), 
sono presentati in Fig.4.8a-b. 
 
 
Fig.4.8a: Tensioni in-plane ed out-of-plane lungo lo spessore del componente                                                       
(x=0.1 mm, y=0) nella piastra con Sharp V-Notch a 90° e spessore 9 mm 
 
 
Fig.4.8b: Tensioni in-plane ed out-of-plane lungo lo spessore del componente                                                       
(x=0.1 mm, y=0) nella piastra con Sharp V-Notch a 90° e spessore 12 mm 
 
 






E’ chiaro come ora, a tali distanze dall’apice dell’intaglio, la ! # risulti costante in un tratto 
centrale (più ampio nella piastra da 12 mm di spessore, dove le tensioni sono inferiori). 
L’andamento parabolico/costante è quindi probabilmente influenzato non dallo spessore del 
componente, ma dall’entrata o meno in campo plastico del materiale. 
Terminate queste considerazioni, e collocatici in un piano posto a circa 1.5 mm dall’estremo della 
piastra, è stato poi creato un path by nodes lungo la bisettrice dell’intaglio (y=0), al fine di 




Fig.4.9a: Tensioni ! ed ! lungo la bisettrice dell’intaglio nella piastra                                                          
con Sharp V-Notch a 90° per spessore 6 mm 
 






Fig.4.9b: Tensioni ! ed ! lungo la bisettrice dell’intaglio nella piastra                                                             
con Sharp V-Notch a 90° per spessore 9 mm 
 
Fig.4.9c: Tensioni ! ed ! lungo la bisettrice dell’intaglio nella piastra                                                              
con Sharp V-Notch a 90° per spessore 12 mm 





Com’è evidente dalle Fig.4.9a-c, i campi di tensione presentano un grado di singolarità 
perfettamente in accordo con la teoria, e pari a -0.11 per le τ"  e 0.087 per le  τ #. Nessuna 
considerazione è stata tuttavia fatta sul valore assunto dai Plastic Notch Stress Intensity Factors al 
variare dello spessore, poiché la mesh piuttosto rada (che ha impedito di collocarci sempre 
perfettamente a 1.5 mm dall’estremo libero) ed i carichi differenti per ogni geometria non 
consentono un confronto diretto. 
Infine è stato verificato l’andamento delle tensioni out-of-plane (!"#, ! #) lungo un path by nodes 
circolare, di raggio 0.01 mm e centrato all’apice dell’intaglio. I risultati dell’analisi FEM sono cioè 
stati confrontati con le curve ottenute dalle espressioni analitiche presenti in letteratura 
(Fig4.10a-c), presentate nel paragrafo precedente (Eq. 4.4). 
 
 
Fig.4.10a: Tensioni out-of-plane lungo un path circolare (r=0.01 mm) nella piastra                                                
con Sharp V-Notch a 90° e spessore 6 mm 
 
Fig.4.10b: Tensioni out-of-plane lungo un path circolare (r=0.01 mm) nella piastra                                               
con Sharp V-Notch a 90° e spessore 9 mm 






Fig.4.10c: Tensioni out-of-plane lungo un path circolare (r=0.01 mm) nella piastra                                                  
con Sharp V-Notch a 90° e spessore 12 mm 
E’ possibile notare come risultati FEM e curve analitiche delle tensioni out-of-plane (!"#, ! #) 
coincidano molto bene in tutte e tre le geometrie analizzate. 
 
 
4.3.2: PIASTRA QUADRATA CON FORO RETTANGOLARE 
 
Come in precedenza, si è dapprima valutato l’andamento delle tensioni in-plane (,  , !" ) ed 
out-of-plane (!"#, ! #) lungo lo spessore della piastra. Un path by nodes in direzione dello 
spessore, posto sulla bisettrice dell’intaglio (y=0) e distante 0.01 mm dall’apice dell’intaglio, è 
stato creato appositamente per lo studio. I risultati sono presentati in Fig.4.11a-c. 
 
 
Fig.4.11a: Tensioni in-plane ed out-of-plane lungo lo spessore del componente                                                       
(x=0.01 mm, y=0) nella piastra con foro rettangolare e spessore 9 mm 







Fig.4.11b: Tensioni in-plane ed out-of-plane lungo lo spessore del componente                                                       
(x=0.01 mm, y=0) nella piastra con foro rettangolare e spessore 12 mm 
 
 
Fig.4.11c: Tensioni in-plane ed out-of-plane lungo lo spessore del componente                                                       
(x=0.01 mm, y=0) nella piastra con foro rettangolare e spessore 15 mm 
 
In questi casi, essendo la sollecitazione contemporaneamente di Modo I, II e III (quest’ultimo 
indotto), tutte le tensioni risultano non nulle. 
Le tensioni out-of-plane (!"#,	! #) risultano correttamente variabili linearmente con lo spessore, 
anche se l’effetto è meno visibile per le !"#, di un ordine di grandezza inferiori alle altre tensioni. 
Viceversa le tensioni in-plane (,  ,	!" ) presentano un andamento all’incirca costante lungo lo 
spessore, perlomeno in un ampio tratto centrale. In realtà, osservando attentamente, anche in 
questo caso le tensioni in-plane non appaiono perfettamente costanti, ma tendono ad assumere 





un andamento leggermente parabolico (più visibile nella piastra con spessore 9 mm, dove sono 
state raggiunte tensioni più alte). Il motivo è verosimilmente, anche in questo caso, l’entrata in 
campo plastico del materiale. 
Infine questi paths hanno permesso di individuare, in ogni geometria, i piani di massima ! # 
(mostrati in Fig.4.11a-c), in cui verrà condotto il successivo studio. 
Nei suddetti piani è stato infatti creato un path by nodes lungo la bisettrice dell’intaglio (y=0), al 




Fig.4.12a: Tensioni in-plane ed out-of-plane lungo la bisettrice dell’intaglio nella piastra                                       
con foro rettangolare a spessore 9 mm 






Fig.4.12b: Tensioni in-plane ed out-of-plane lungo la bisettrice dell’intaglio nella piastra                                       
con foro rettangolare a spessore 12 mm 
 
Fig.4.12c: Tensioni in-plane ed out-of-plane lungo la bisettrice dell’intaglio nella piastra                                       
con foro rettangolare a spessore 15 mm 





Com’è evidente in Fig.4.12a-c, anche in questi componenti soggetti a carichi termici, i campi di 
tensione presentano un grado di singolarità perfettamente in accordo con la teoria, e pari a 0.18 
per le  e   , -0.11 per le τ"  e 0.087 per le  τ #. Nessuna considerazione è stata tuttavia fatta 











Ottimi risultati, qui brevemente riassunti, sono emersi a seguito dei numerosi studi compiuti. 
I primi componenti studiati sono stati i ventiquattro pacman, in acciaio al carbonio AISI 1008 a 
comportamento puramente elastico e soggetti a flusso termico antisimmetrico. 
In tutti, a seguito di una sollecitazione nominale di Modo II, è stata riscontrata la nascita di 
tensioni e spostamenti di Modo III, in una zona vicina all’apice dell’intaglio.  
I primi risultati hanno subito confermato come le tensioni in-plane risultino correttamente 
costanti lungo lo spessore del componente, perlomeno in un ampio tratto centrale, a differenza 
delle tensioni out-of-plane indotte, linearmente variabili. 
A seguire, in un piano interno al pacman (piano di massima ), è stata calcolata la pendenza dei 
campi di tensione lungo la bisettrice dell’intaglio, risultata in accordo con la teoria. Durante 
questa verifica è stato evidenziato come il valore assunto dalla componente tensionale 
antisimmetrica di Modo III aumenti all’aumentare dello spessore del componente, senza mai 
raggiungere un valore di saturazione per gli spessori studiati. Tale fenomeno, mostrato sia 
graficamente, sia confrontando i valori assunti dal Notch Stress Intensity Factor di Modo III, non è 
stato riscontrato nelle componenti di Modo II, circa costanti al variare dello spessore del 
componente. 
Quindi, le soluzioni analitiche bidimensionali presenti in letteratura sono state utilizzate per 
verificare i campi di tensione tridimensionali, lungo un percorso circolare centrato nell’apice 
dell’intaglio per i pacman con Sharp V-Notch ed a distanza ρ/2 dall’apice dell’intaglio per i 
pacman con Slim Parabolic Notch. Soluzioni analitiche e risultati FEM sono risultati perfettamente 
sovrapposti, ma solo in spessori piuttosto ampi: a spessori ridotti il tratto singolare delle tensioni 
di Modo III è risultato infatti inferiore al raggio del percorso circolare, motivo per il quale le 
equazioni analitiche non hanno fornito una soluzione corretta.  
E’ ovvio, comunque, che tale errore è indipendente dalla teoria formulata da Lazzarin e 








Infine, grazie allo studio di numerose tipologie di intagli, è stato mostrato un aumento del campo 
di applicabilità delle equazioni di Modo III all’aumentare dell’angolo di apertura 2α: non è 
pertanto solo lo spessore del componente, ma anche l’angolo di apertura dell’intaglio, a 
determinare lo sviluppo più o meno evidente delle tensioni indotte. 
Terminati questi studi, si è passati alle quattordici geometrie di piastre quadrate con foro 
centrale rettangolare o ellittico, in acciaio al carbonio AISI 1008 a comportamento puramente 
elastico e soggette a temperatura uniforme. 
In tutte le piastre, come previsto, a seguito di una sollecitazione nominale di Modo I e Modo II è 
stata rilevata la nascita di tensioni e spostamenti di Modo III, in una zona prossima all’apice 
dell’intaglio. 
Anche qui, gli studi hanno inizialmente confermato l’andamento teorizzato da Lazzarin e 
Zappalorto per le tensioni, in-plane ed out-of-plane, lungo lo spessore della piastra: circa costanti 
le prime e linearmente variabili le seconde. 
E’ poi stata calcolata la pendenza dei campi di tensione lungo la bisettrice dell’intaglio, nel piano 
di massima , risultata in accordo con quella teorica. Anche nelle piastre, grazie a questo 
studio, è stato mostrato come il valore assunto dalla componente tensionale antisimmetrica di 
Modo III aumenti all’aumentare dello spessore della piastra, a differenza della componente 
simmetrica di Modo III, la quale invece diminuisce. Le componenti tensionali di Modo I e II, 
diversamente, appaiono circa costanti nei diversi spessori studiati. Questo fenomeno è stato 
mostrato sia graficamente sia attraverso i valori assunti dai Notch Stress Intensity Factors di 
Modo III (componente antisimmetrica e simmetrica) nelle varie geometrie studiate. 
Infine, utilizzando le soluzioni analitiche bidimensionali disponibili in letteratura, sono stati 
verificati i campi di tensione tridimensionali, lungo percorsi circolari e lungo il bordo dell’ellisse. 
Nelle piastre con foro rettangolare, lungo un percorso circolare di raggio ridotto, le soluzioni 
analitiche sono risultate ben sovrapposte ai risultati FEM in tutti gli spessori studiati. Lo stesso 
non è possibile dire lungo un percorso circolare di raggio più ampio, in cui è stata ottenuta 
perfetta sovrapposizione tra le curve delle tensioni out-of-plane solo in spessori molto elevati, in 
cui non è più possibile parlare di piastre. 
Nelle piastre con foro ellittico, invece, soluzioni analitiche e risultati FEM sono risultati 
correttamente sovrapposti lungo il bordo dell’ellisse, anche per spessori molto ridotti della 
piastra. Viceversa, lungo un percorso circolare di raggio piuttosto ampio, le equazioni di Modo III 
non hanno fornito una soluzione esatta anche a spessori molto elevati: tale problema si è 







(inferiore al raggio del percorso circolare), e non legato alla teoria formulata da Lazzarin e 
Zappalorto. 
Quindi lo studio si è spostato sulle dieci geometrie di componenti bimateriale, in acciaio AISI 1008 
e resina epossidica, a comportamento puramente elastico, e soggette a flusso termico 
antisimmetrico o temperatura uniforme. 
La prima verifica ha riguardato la pendenza dei campi di tensione lungo l’interfaccia tra i due 
materiali, che nei componenti intagliati coincide anche con la bisettrice dell’intaglio, risultata 
identica a quella teorica. Tuttavia, un ridotto tratto singolare delle  è emerso nei pacman con 
Sharp V-Notch a 60° e nelle piastre con foro rettangolare. Questo studio ha poi messo in luce, 
come i precedenti, un evidente aumento della componente tensionale antisimmetrica di Modo III 
all’aumentare dello spessore del componente, non riscontrato per le componenti di Modo I e 
Modo II. 
A seguire, una seconda singolarità (dovuta esclusivamente al mismatch elastico) è stata 
individuata lungo lo spessore dei componenti, attraverso la quale è possibile studiare la 
variazione dei Notch Stress Intensity Factors di Modo I, II e III lungo lo spessore. 
Infine le soluzioni in forma chiusa bidimensionali sono state utilizzate per verificare i campi di 
tensione tridimensionali, lungo un percorso circolare molto vicino all’apice dell’intaglio. La 
verifica ha prodotto eccellenti risultati, poiché in tutti i casi studiati le soluzioni analitiche sono 
risultate perfettamente sovrapposte ai risultati dell’analisi FEM. 
Per concludere sono state studiate le sei geometrie di piastre, intagliate o forate, in acciaio AISI 
1045 a comportamento elastoplastico e soggette a torsione o temperatura uniforme. 
Nelle piastre intagliate, a seguito di una sollecitazione nominale di Modo III, è stata messa in 
evidenza la nascita di tensioni e spostamenti di Modo II. Viceversa, nelle piastre forate, tensioni 
di Modo III sono nate in prossimità dell’apice dell’intaglio a seguito di una sollecitazione nominale 
di Modo I e II. 
Il primo studio su questi componenti, riguardante l’andamento delle tensioni lungo lo spessore, 
ha prodotto un risultato inaspettato: in campo plastico, nonostante le tensioni indotte risultino 
linearmente variabili lungo lo spessore, le tensioni nominali hanno mostrato un andamento 
visibilmente parabolico anziché costante. Spostando tuttavia l’attenzione sul materiale in campo 
elastico, le tensioni nominali sono tornate a presentare un andamento costante lungo lo 
spessore. 
A seguire, in un piano interno alle piastre, è stata verificata la pendenza dei campi di tensione 
lungo la bisettrice dell’intaglio, risultata identica a quella individuata in precedenti studi effettuati 







Infine, utilizzando le soluzioni analitiche bidimensionali formulate da Lazzarin e Zappalorto per la 
componente antisimmetrica di Modo III, sono stati verificati i campi di tensione tridimensionali 
nelle piastre soggette a torsione, lungo un percorso circolare. Soluzioni analitiche e risultati FEM 
sono apparsi, anche in quest’ultima verifica, perfettamente sovrapposti. 
Alla luce dei numerosi studi effettuati, i cui risultati sono stati molto brevemente qui riassunti, è 
quindi possibile confermare la teoria formulata nel 2012 da Lazzarin e Zappalorto.  
Questa è perfettamente applicabile a componenti tridimensionali intagliati con Sharp o Sharply 
radiused V-Notch soggetti a carichi termomeccanici e realizzati in monomateriale a 
comportamento puramente elastico, in monomateriale a comportamento elastoplastico o in 
bimateriale a comportamento elastico.  
Unico vincolo per l’applicazione della teoria è risultato lo spessore, che dovrà essere abbastanza 
elevato da consentire un sufficiente sviluppo delle tensioni indotte, siano esse di Modo III o di 
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